Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2019

Klausur am 07.09.2019:

Musterlosungen

Aufgabe 1

Induktionsanfang: Die Behauptung soll fiir alle n € N gezeigt werden. Deshalb ist im
Induktionsanfang ng = 1. Dann gilt mit der Quotientenregel fiir die Ableitung
e’ —xe® 1-—x (=1)(xz—-1)
(ex)Q et e

V@) = () =

fiir alle z € R. Damit gilt der Induktionsanfang.

Induktionsannahme: Sei nun n € N, und es gelte (") (z) = (—1)2# fir alle z € R.

Induktionsschritt: Es ist zu zeigen, dass fiir das n aus der Induktionsannahme gilt:
FD) () = EUTE=El) fiip glle 2 € R.

er

Sei nun also x € R. Es ist
f(n-&-l)(x) — (f(n))/(ﬂj‘) _ ((—1)”;5—71,)) ‘

Zur Berechnung der Ableitung benutzen wir die Quotientenregel und erhalten

<(_1)n€<f - n)) _ (_1)7161 _((:a:)_Z n)e’ — (_1)n1 - (:x_ n) = (-1 -z +e(: +1)
(DE—-m+1) _ ()" (z—-(n+1))

= (1) - — -

Mit dem Prinzip der vollstédndigen Induktion folgt nun, dass die Behauptung fiir alle
n € N wahr ist.

Aufgabe 2

Die erweiterte Koeffizientenmatrix zum Gleichungssystem ist

1 2 -1 0 —-11] 0
-1 -2 -2 -1 -1 | -1
1 2 6 4 2 | 5
o 0 1 0 1 | 0

Um diese in Treppennormalform zu tiberfithren, addieren wir die erste Zeile zur zweiten
und subtrahieren die erste Zeile von der dritten.

12 -1 0 —-11] 0
00 -3 -1 -2 | -1
00 7 4 3 | 5
00 1 0 1 | 0
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Nun vertauschen wir die zweite und die vierte Zeile.

12 -1 0 -1 0
00 1 0 1 | 0
00 7 4 3 | 5
00 -3 -1 -2 | -1

Jetzt addieren wir die zweite Zeile zur ersten, subtrahieren das Siebenfache der zweiten
Zeile von der dritten und addieren das Dreifache der zweiten Zeile zur vierten.

1 2 0 O 0 | O
001 O 1 ] 0
000 4 —4 | 5
000 -1 1 | —1
Wir vertauschen die dritte und vierte Zeile.
1 2 0 O 0 | O
001 O 1 |1 0
000 -1 1 | -1
000 4 —4 | 5

Zum Schluss multiplizieren wir die dritte Zeile mit (-1) und subtrahieren anschlieffend das
Vierfache der dritten Zeile von der vierten.
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Die Matrix ist jetzt in Treppennormalform. Wir lesen ab, dass der Rang der Koeffizien-

tenmatrix 3 ist, wihrend der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix 4 ist. Das Glei-
chungssystem ist also nicht 16sbar, die Losungsmenge ist die leere Menge ().

Aufgabe 3

b

d ) = ad + bc ist nicht linear. Es

1. (a) Die Abbildung f : My (R) — R mit f((cct

ist zum Beispiel f( (é (1)>) =1, aber

f<2<3 $)>:f<(§ g>>=4¢2f<<§ ‘j)»

a b

(b) Die Abbildung g : Mas(R) — R mit g((C d

>) =a—2(b+ c) — d ist linear.
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b2> € My (R). Dann ist

do
b ):g( a1+ as by + bs )
do c1+c di+do

=a1 + a2 —2(by + b2+ c1 + c2) — (di + d2)
— (Cll — 2(b1 + Cl) — dl) —+ (CLQ — 2(b2 + 62) — d2)

a; b as b
(e )

AuBlerdem gilt fur r € R und (i Z) € Max(R)

. al
Seien
Cc1

g( (al
¢

g(r (Z Z)) :9((2 :Z)) =ra—2(rb+rc)—rd=r(a—2(b+c) —d) :rg(<

Damit ist g linear.

Die Vektoren der Menge M; sind linear unabhéngig. Um das zu zeigen seien
a,b,c € R mit

1 2 0 a+2b 0
a 0 +b -1 +c 0 = -0 = 0
1 0 —1 a—c 0
0 3 2 3b+ 2¢ 0

Es folgt a+2b=0,—b=0,a—c = 0 und 3b+2¢c = 0. Aus der zweiten Gleichung
folgt sofort b = 0 und damit aus der ersten Gleichung ¢ = 0 und aus der vierten
Gleichung ¢ = 0. Also sind die Vektoren linear unabhéngig.

Die Vektoren aus der Menge M> sind linear abhangig. Um das zu zeigen, beno-
tigt man eine Linearkombination der Vektoren, die den Nullvektor ergibt und
in der nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind. Entweder findet man diese Line-
arkombination durch Ausprobieren oder rechnet sie aus. Dazu seien a,b,c € R

1 2 0 a4+ 2b 0
0 -1 | | =b+c | _|0
411 +b -1 te 3 a—b+3c 0
0 5 -5 5b — 5¢ 0

Es folgt a4+2b = 0, —b+c = 0,a—b+3c = 0 und 50— 5¢ = 0. Hier ergibt sich ein
lineares Gleichungssystem, das man mit den im Kurs gelernten Methoden 16sen
kann. Man sieht aber auch so ziemlich schnell, dass aus der zweiten und vierten
Gleichung b = ¢ folgt. Das in die dritte Gleichung eingesetzt ergibt a + 2b = 0,
also genau die erste Gleichung. Eine Loésung dieser Gleichung wére a = 2 und
b= —1. Mit b = c folgt dan auch ¢ = —1. Und tatséchlich ist

1 2 0 0
0 -1 1 0
21_—1_ 3110
0 5 -5 0

Damit sind die Vektoren linear abhangig.
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Aufgabe 4

Wir bestimmen ein Erzeugendensystem von Bild(f), indem wir die kanonische Basis von
Q% in f einsetzen. Es gilt

N O om0 om0}
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
also Bild(f) = (|0 ]|,]0]|,|1],]0])=¢([0 1 0 |). Diese drei Vektoren sind
0 1 1 0 1 1 0
0 1
linear unabhéngig, denn aus a [ 0| + b 1 +c|0 = fir a,b,c € Q
1 0 a + b
folgt c=0,b=0,a+ b= 0 und damit sofort a= b = 0. Da diese drel Vektoren linear

unabhéngig sind, folgt Bild(f) = Q® und Rg(f

Aufgabe 5

Als Produkt und Verkettung stetiger Funktionen ist f fiir x € R\ {0} stetig. Es muss also
nur noch der Punkt 0 betrachtet werden. Da |sin(2)| beschréinkt ist und lim, 023 = 0
gilt, folgt auch limg o f(z) = lim,—0(23|sin(1)|) = 0 = f(0). Somit ist f stetig im Punkt
0 und damit auf ganz R.

Aufgabe 6

Angenommen, f ist nicht injektiv. Dann existieren z,y € [a,b] mit z < y und f(z) = f(y).
Mit dem Mittelwertsatz (oder dem Satz von Rolle) angewendet auf das Intervall [z, y] gibt

es ein z € (z,y) mit
f’(z) _ f(y; : i(x)

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass f'(xzo) # 0 fiir alle zy € (a,b) also
insbesondere auch fiir alle xg € (x,y) gilt. Also ist f injektiv.

=0.

(f" kann durchaus unstetig sein, siehe z.B. die Klausur vom WS 17/18 — man kann also
nicht sofort folgern, dass f’ entweder strikt positiv oder strikt negativ sein und deshalb f
streng monoton und daher injektiv sein muss. Erst nachdem wir die Injektivitit gezeigt
haben, folgt mit 15.2.12 auch die Monotonie und damit das eindeutige Vorzeichen von f’.)
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Aufgabe 7

Mit dem Leibniz-Kriterium kann man zeigen, dass die Reihe konvergiert. Die Folge (a,)neny =
(”n—";l)neN ist monoton fallend, denn

(n+1)+1

iz (n+2)n? n3 + 2n?
gl (413 03430243041
fir allen € N, also a1 < a,,. Auerdem konvergiert die Folge gegen 0, denn lim,,_, o "n—‘*;l =

limn_mo(% + n%) = 0. Mit dem Leibniz-Kriterium (bzw. der im Kurstext darauf folgenden

o0
Aufgabe) folgt nun, dass n;(—l)“"n—tl konvergiert.
Die Reihe konvergiert aber nicht absolut, denn ”n—*;l > 5= % fiir alle n € N. Also ist die
harmonische Reihe eine divergente Minorante fiir

0o
>
n=1

n

(—1)"(;14—1)‘ Z n—i—ll

n2

n=1

Aufgabe 8

(a) Die Wahrheitstafel fiir o sieht folgendermafien aus:

A B C|A-B|B<C|(A=-B)AN(B+C)|AAB|a
0 0 O 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1
01 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Also ist « erfiillbar, aber nicht tautologisch, und nicht widerspruchsvoll.

(b) Es gilt

Q

arx ((FAVB)AN(-BVC)AN(BV-C)) = (AAB) (Junktorminimierung, Klammern)
(FAVB)AN(-BVC)AN(BV-=C))V(AAB) (Junktorminimierung)
(

(
(FAVB)AN(=BVCO)AN(BV-C))V(AAB) Klammern
(
(

Q

—_

—/

Q

Q

—((mFAVB)A(-BVC))V~(BV-C))V(AAB) (DeMorgan)
—(mAVB)V—(=BVC)V~(BV-C))V(AANB) (DeMorgan,Klammern)
AN=-B)V(BA-C)V (-BAC)V(AAB) (DeMorgan, Klammern).

%

%

(
(
(

Dies ist eine disjunktive Normalform fiir .

© FernUniversitat in Hagen, 2019



