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Aufgabe 1

@

27, 36 \53

19 24 25

(28 30 35) (40 47 51) (55 65 85 87 89)

27 36,5385

(19 24 25)(28 30 35 ) (40 45 46 47 51 )(55 65 75 ) (87 88 89)

27,36 53,85

(19 24 25) (28 30 35) (40 45) (4751 ) (55 65 75 ) (87 88 89)
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(b)

Das Loschen von 98 ist problemlos. Léschen von 50 fuhrt zu einem Underflow mit einer
balance-Operation:

14 29 30

(s335) (m45) (6163) (758) (97 99)

L 6schen von 85 fuhrt zu einem Underflow und erfordert zwei merge-Operationen:

32,40 57 .95

(8335) (4145) (616365 75) (97 99)

L 6schen von 65, 30 und 61 ist problemlos. Dann fhrt das L 6schen von 99 zu einem Underflow

und erfordert elne merge-Operation:
32,4057
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L 6schen von 40: Ersetzen durch 41 mit anschlief3ender balance-Operation:

(63 75 95 97)

14 29 32

L dschen von 57: Ersetzen durch 63;

14 29 32 75 95 97

Aufgabe 2

@

Unter dem Begriff ,, Heap-Eigenschaft” versteht man die Eigenschaft, dass der Schltisselwert el -
nes jeden Knotens grof3er oder gleich den Schllsselwerten seiner Sohne i, falls diese existie-
ren. D.h., fUr jeden Knoten i in der Array-Repréasentation A eines Heaps gilt, dass A[i] = A[2i]
und A[i] = A[2i + 1].

(b)

Sei ndie Anzahl der Elemente (Knoten) eines Heaps. Aus dem Kurswissen wir, dassein binéarer
Baum der Hhe h maximal 2™1-1 K noten besitzt. Er ist dann vollstéandig ausgeglichen. Ande-
rerseits mul3 die Ebene mit genau der Hohe h mindestens einen Knoten besitzen. Daher ergibt
sich fir einen Heap der H6he h mit n Knoten: M<ng2Mly

(©)

Das kleinste Element der gesamten zu sortierenden Folge mul3 sich in einem Blatt des Heaps
befinden. Wenn sich dieses Element im I nnern des Heaps befinden wiirde, hétte es Sohne, deren
Schlusselwerte gemald der Heap-Eigenschaft kleiner sind. Dann kénnte dieses Element aber
nicht das kleinste sein.

(d)

Well die Elemente Alm/20+ 1], ..., A[n] Blétter des Heaps sind, bildet jedes Element bereits ei-
nen einelementigen Heap. Die Reihenfolge (namlich von hinten nach vorne / von unten nach
oben), in der die weiteren Elemente verarbeitet werden, stellt sicher, dal3 die Teilbdume, deren
Wourzeln die S6hne eines Knotensi sind, bereits Heaps sind, bevor reheap beziiglich i angewen-
det wird.
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(€)

@ Ausgangsheap

@ 1. Schritt

@ 2. Schritt
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Aufgabe 3

Zunéachst werden die Depth-First-Spannbdume samt Knotennummerierung berechnet:
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Die Depth-First-Spannbaume von G, sind demnach:

e

Daraus ergeben sich die starken Komponenten von G:
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Aufgabe 4

Die Sweep-Event-Struktur hat folgende Form:

((1,(1,30,1),(2(2306),1),2(227),v),(3(23,6),r), (3, (3,53),1), (3, (1,3,1),r),
(4,(4,9,4),1),5(5,1,5),v),(5(3,53),1),(8,(8,1,5),Vv), (9, (4,9, 4),r))

Die Bezeichnungen|, r und v geben an, ob es sich um einen linken oder rechten Endpunkt eines
horizontalen Segmentes oder um ein vertikales Segment handelt.

Die Funktion isElem(x, y;, y,) pruft, ob es in der Sweepline-Status-Struktur horizontale Seg-
mente gibt, deren y-Werte im y-Intervall des Uibergebenen vertikalen Segmentes liegen und gibt
dann die Paare y-Segment/x-Segment aus.

Ereignis Aktion Sweepline-Status-Struktur
(1,(1,3,1),1) (1, 3,1) einfiigen ((1,3,2)
(2,(2,3,6),1) (2, 3, 6) einfligen ((1,3,1),(2,3,6))
(2,(2,2,7),v) |isElem(2,2,7) ((4,3,1),(2,3,6))
(3,(2,3,6),r) | (2,3,6)entfernen ((1,3,2)
(3,(3,5/3),1) (3, 5, 3) einfligen ((1,3,1),(3,573)
(3,(4,3,1,r) (1, 3, 1) entfernen ((3,5,3))

4, (4,9,4),1) (4, 9, 4) einfligen ((3,573),(4,9,9)
(5,(5,1,5,),v) | isElem(5, 1, 5) ((3,5,3),(4,9,9)
(5,(3,5,3),r1) (3, 5, 3) entfernen ((4,9,49))
(8,(8,1,5),v) |isElem(8,1,5) ((4,9,9)
(9,(4,9,9,r1) (4, 9, 4) entfernen

Aufgabe 5

Sei i O0{1, ..., n} derjenige Parameter, der aussagt, dassi-1 Elemente bereitsin J1], ..., §i-1]
sortiert vorliegen und dass noch n-i+1 Elemente in §i], ..., §n] zu sortieren sind. In dieser Si-
tuation ist die Vorgehensweise wie folgt:

1. Wahleein kleinstes Element aus dem Rest des Arrays S, d.h., aus Jil, ..., §n].
2. Vertausche das in Schritt 1 ausgewahlte Element mit Si].
3. Sortiere den Rest des Arrays Ji+1], ..., §n].

Einen rekursiven Algorithmus kann man sich dann wie folgt vorstellen: Der Basisfall, in dem
der Rekursionsabbruch eintritt, ist, dassi = n gilt. In diesem Fall muss nur noch das letzte Ele-
ment des Arrays sortiert werden. Da jedes einzelne Element bereits sortiert ist, brauchen wir
nichtszu tun. Ist hingegeni < n, so finden wir daskleinste Element in §i], ..., §n], vertauschen
esmit §i] und sortieren §i+1], ..., gn] rekursiv.

Eine rekursive Formulierung von IterativeSel ectionSort kann dann zum Beispiel wie folgt aus-
sehen:
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algorithm RecursiveSelectionSort(var S: RecArray, i, n : integer);

var |, temp: integer; min : keytype; minindex : 1..n;

begin

if i <nthen
{Isti=n, soist diesder Basisfall, bei dem die Rekursion ohne Anderung des Arrays abge-
brochen wird.}
min := Ji].key;
minindex :=i;
forj:=i+1tondo
if §j].key <minthen

min := gj].key;
minindex := |
fi
od,;
temp := §if;

gi] := §minindex];
gminindex] := temp;
RecursiveSelectionSort(S, i+1, n) { Sortiere den Rest des Arrays S}
fi
end RecursiveSelectionSort.

Ein Aufruf von RecursiveSelectionSort(S, 1, n) sortiert also das gesamte Array.

Aufgabe 6

@

Beginnen wir mit der Bestimmung der Untergrenze. Ein Baum enthat dann die minimale An-
zahl moglicher Knoten, wenn die Blatter moglichst geringe Hohe aufweisen. Dies ist genau
dann der Fall, wenn nur zwei Blétter auf der Hohe h liegen, wahrend sich alle anderen Blétter
maoglichst nah an der Wurzel befinden, laut V oraussetzung also auf der Hohe h/c. Ein minimal
geflllter streng bindrer Baum mit h=5 und c=5/2 sieht also z.B. folgendermalien aus:

Hohe  algemein

0 0
1

S N S A < AN B 2. hec

_________________________ N

_________________________ 4
5 h

Ein solcher Baum besteht aus zwel Komponenten:

1. Einvollstandig geflllter Baum der Hohe h/c.

2. Ein Teilstlick, das aus dem vollstandigen Baum herausragt. Es erstreckt sich Uber die restli-
chen h — h/c Ebenen und enthélt in jeder Ebene 2 Knoten. Weniger als 2 Knoten pro Ebene
kann es in einem streng bindren Baum nicht geben, einmal abgesehen von der Wurzel in
Ebene 0.
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Die gesuchte minimale Anzahl N,,i,, von Knoten in einem streng binéren Baum ergibt sich dann
als Summe der Knoten in beiden Komponenten:

Nimin(h,c) = No(h/c) + 2 (h—h/c).
Hier bezeichnet N,(i) die Anzahl der Knoten eines vollstandig gefullten bindren Baumes der
Hohei, also Ny(i) = 2'*1 — 1.

Die maximale Anzahl N, von Knoten ergibt sich in einem Baum, wenn alle Bl&tter eine mog-
lichst grof3e Hohe aufwei sen. Diesgilt fir einen vollsténdigen Baum, in dem alle Blétter auf der
Hohe h liegen. Da in unserem Fall jedoch ¢ > 1 gilt, muf3 es ein Blatt b mit einer geringeren
Hohe geben (ndmlich h/c). Es fehlt also derjenige Teilbaum im vollstandigen Baum, dessen
Wourzel der Knoten bist; b selbst ist allerdings noch vorhanden. Diesefiihrt zu folgender Formel
fOr Nyax:

Nirax(1,6) = No(h) = No(h — /c) + 1.

(b)

Sei Ni(h) die Anzahl der Knoten eines vollstandig geftillten Baumes der Hohe h, in dem jeder
Knoten k Séhne hat: Ny(h) = (kh+1 — 1)/(k=1). Dann gilt fir die Ober- und Untergrenzen der
Knotenanzahl:

Nmin(h, €) = Ni(h/c) + k (h—h/c)
bzw.

Ninesx(1,) = Ni(h) — Ni(h — h/c) + 1.



