01657 Grundlagen der Theoretischen Informatik A
Klausur vom 28. Mirz 2015

Es miissen Thnen 8 Seiten Klausurtext vorliegen:
e das Deckblatt fiir Thre Losungen,
e eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
e 3 Bldtter mit 7 Aufgaben,
e 2 Seiten Anhang.
Priifen Sie zunéchst die Vollsténdigkeit Ihrer Klausurunterlagen.

Fir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie 2 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 01657 erhalten Sie, wenn Sie in dieser Klausur
mindestens 26 der méglichen 65 Punkte erreichen.

Die Benutzung von Hilfsmitteln (z. B. Kurstext) ist nicht gestattet!

Fiillen Sie bitte zunichst das Deckblatt fiir Ihre Losungen aus und, falls
gewiinscht, die Bescheinigung fiir das Finanzamt. Schreiben Sie auf jedes Th-
rer Losungsblétter oben rechts Thren Namen und Ihre Matrikelnummer. Falls
es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt, geben Sie bitte
zusdtzlich die Nummer der Aufgabe an. Bei Abgabe Ihrer Losungsblitter
heften Sie diese bitte — beginnend mit dem Deckblatt und moglichst nach
Aufgaben sortiert — zusammen.

Schreiben Sie Thre Losungen bitte nicht mit Bleistift auf!
Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Thnen viel Erfolg.
Wir senden Thnen die korrigierten Klausuren so rasch wie moglich zuriick.

Mit freundlichen Griifien

IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (10 Punkte)

Das Flussdiagramm F einer einstelligen verallgemeinerten Registermaschine
M sei wie folgt graphisch gegeben:

(a) (1 Punkte)

Welche der folgenden Behauptungen iiber F treffen zu und welche ggf.
nicht?

(1) (Vz)(¥n) ES®*" (1, (0, z,0, ... )= (1L, bz =n,0,. .. )
(2) (Vn)(Vz) (z > n = ES3» (1,(0,2,0,...)) = (1,32 i=z+1-n G T =1,0,...))).

(3) (Vz)ES®** (1,(0, , 0,...)) = (1,(327.,4,0,0,...)).

Beachten Sie, dass Zl_ a; fiir den Fall j > k definitionsgemifl gleich
null ist.

(b) (7 Punkte)

Beweisen Sie eine der korrekten Behauptungen aus (a) durch vollstandi-
ge Induktion.

(c) (2 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass fi(z) = > iy i fiir alle z € N gilt.




Aufgabe 2 (9 Punkte)

Es sei ¥ := {a} ein einelementiges Alphabet. Ferner sei die Funktion g :
X* X ¥* — ¥* definiert durch :

g(v,w) := vw fiir alle v, w € X*.

Zeigen Sie unter Verwendung einer geeigneten Funktion f: N x N — N und
des Satzes iiber den Zusammenhang zwischen Zahlen- und Wortberechenbar-
keit (s. Anhang), dass ¢ berechenbar ist.

Aufgabe 3 (9 Punkte)
Essei f: N x N — N definiert durch

f(z,0):=1und f(z,y + )i=(z+y+ 1)- flz,y)

fiir alle z,y € N. Beweisen Sie, dass f primitiv-rekursiv ist. (Dabei diirfen
Sie die im Anhang angegebenen primitiv-rekursiven Funktionen benutzen.)

Aufgabe 4 (9 Punkte)

Zeigen Sie, dass es zu jeder berechenbaren Funktion ¢ :C N — N eine totale
berechenbare Funktion f: N — N mit

5@ (n) = g(4) fiir alle 4, n € N

gibt.

Aufgabe 5 (9 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe des Resultats aus Aufgabe 4, dass sich jede rekursiv-
aufzéhlbare Menge A C N auf K, reduzieren ldsst: A < K.

Aufgabe 6 (11 Punkte)

Beweisen Sie mittels Diagonalisierung, dass die Menge
B:={i e N| (i) =1}

nicht rekursiv ist.




Aufgabe 7 (8 Punkte)

Es sei vy die Standardnummerierung von Z. Eine Funktion v :C N — N gei
fir alle n € N definiert durch

— J 14+uvz(n) falls vz(n) €N,
) = { 0 sonst.

Beweisen Sie:

(a) (2 Punkte)

v ist eine Nummerierung von N.

(b) (6 Punkte)

v ist reduzierbar auf die Identititsfunktion idy; in Zeichen: v < idy.




Anhang

Satz 6.1.6 (Auszug)

Es sei ¥ ein Alphabet, es sei v5 : N — 3* eine Standardnummerierung von
2%, und es sei k € N. Es sei g :C (2*)* — ¥*. Dann gilt:

g berechenbar <«— Vs 'Ygis; :C N* — N berechenbar.

Definition (primitive Rekursion)

e Fir Funktionen ¢ :C N™ — N und hi,....;hym :C N*¥ 5 N sei die
Substitution Sub(g, hy, ..., hy) :C N¥ — N definiert durch

Sub(g, ha, ..., b )(Z) = g(hi(Z), ..., h(Z))
fir alle z € N*.

e Esseien g : N* — Nund & : N**2 5 N. Die durch die beiden Gleichun-
gen

&I

f(z,0) = g()
f@y+1) = n@y, f(z,y)

(fiir alle Z € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : N*+1 —
N wird mit Prk(g, k) bezeichnet. Man sagt: f entsteht aus g und h
durch primitive Rekursion.

>

Definition (primitiv-rekursive Funktionen)

Wir nennen
Gr:={0,Z,5} U{pr™ | i,k e N,1 < i < k)

die Menge der primitiv-rekursiven Grundfunktionen.

Eine Funktion f : N* — N heift primitiv-rekursiv, gdw. wenn sie sich in
endlich vielen Schritten aus der Menge Gr durch wiederholtes Anwenden der
Operatoren Sub und Prk erzeugen lasst.

Wir bezeichnen die Menge der primitiv-rekursiven Funktionen mit PRK.




8
Satz (einige primitiv-rekursive Funktionen)

Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv-rekursiv-:

1PNk N, cflk)(:zsl, %) = fir alle k,p € N (konstante Funk-
tionen).

2. s:N* % N, s(z, y)i=x+4y (Summe).
3. V:N=N, Vi) =z~1 (Vorgéngerfunktion).
4. d:N* 5 N, d(z,y) = ¢ = y (arithmetische Differenz).

5. m:N? 4 N, m(z,y) ==z .y (Multiplikation).

Standardnummerierung von 7
vz : N = Z ist definiert durch ve(n, k) :=n — k fiir alle n,k € N.



