@ FernUniversitat in Hagen

Postanschrift: FernUniversitét 58084 Hagen

Bitte hier unbedingt
Matrikelnummer und
Adresse eintragen,
sonst keine
Bearbeitung maoglich,

{Nama, Vorname)

{StraBe, Nr)

(PLZ, Wohnort)

(Land)

Fakultdt fiir Mathematik und Informatik

Kurs 01657 — Grundlagen der Theoretischen Informatik A

Klausur am 19. Februar 2011

FERNUNIVERSITAT
CINGANC

Mi

Bitte zuriick an:
FERNUNIVERSITAT
58084 Hagen

O Berlin

O Bern

t Bochum

O Bregenz

O Frankfurt

(] Hamburg

CJ Karlsruhe

O KalIn

O MUnchen

O Wien

O sonstige

Aufgabe 1 3 4 5 6 7 8 9 | Summe
bearbeitet

maximale Punktzahl 12 16| 7 10 | 10| 14 | 10 | 12 100
erreichte Punktzahl |

Datum: Korrektor:

© 2011 FernUniversitdt in Hagen




Vorbemerkungen zur Klausur zum Kurs 01657
,,Grundlagen der Theoretischen Informatik A *

Es miissen Thnen 8 Bléatter Klausurtext vorliegen:

e das Deckblatt fiir Thre Lésungen,

e cine Teilnahmebescheinigung fiir das Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,

e 3 Blatter mit 9 Aufgaben,

e 2 Blitter Anhang

Fiillen Sie bitte vor der Bearbeitung das Deckblatt aus (Matrikel-Nr., Name, Adresse)
und legen Sie es mit den Ausweisen zur Kontrolle bereit.

Fiir die Bearbeitung haben Sie 3 Stunden Zeit. Aufer Schreibzeug sind keinerlei Hillsmittel
erlaubt.

Schreiben Sie bitte leserlich und lassen Sie einen breiten Korrekturrand. Beginnen Sie
moglichst fiir jede Aufgabe eine neue Seite.

Folgende Unterlagen sind zusammengeheftet abzugeben:

o das ausgefiillte Deckblatt (bitte bearbeitete Aufgaben ankreuzen),
o die ausgefiillte Finanzamt-Bescheinigung (sofern gewiinscht),

e Thre Losungsblitter, méglichst in der Reihenfolge der Aufgaben. Schreiben Sie zur
Sicherheit auf jedes Blatt nochmals Name und Matrikel-Nr. Vergessen Sie bitte
nicht, den ausgefiillten Fragebogen von Aufgabe 1 abzugeben!

Die Klausur ist bestanden, wenn Sie 40 von 100 Punkten erreichen. Wir bemiihen uns,
die Klausur ziigig zu korrigieren und zuriickzusenden. Sollten Sie nach zwei Wochen noch
keine Nachricht haben, kénnen Sie Thr Ergebnis im Lehrgebiet erfragen.

Viel Erfolg!

Mit freundlichen Griiflen
IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (12 Punkie)

Es wird jede richtig_beantwortete Frage mit 1 Punkt, jede falsch beantwortete
Frage mit -1 Punkt und jede nicht beantwortete Frage mit 0 Punkten bewertet. Insge-
samt konnen fiir jede Teilaufgabe nur nicht negative Punktzahlen erzielt werden.

Um eine Frage zu beantworten, kreuzen Sie das entsprechenden Késtchen in der Zeile an.
Falls Sie eine Frage nicht beantworten wollen, dann machen Sie bitte kein Kreuz in der
Zeile.

Vergessen Sie bitte nicht, Thre Lésung fiir diese Aufgabe abzugeben!

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch
[ ] [ ] EineFunktion f:CIN — IN ist berechenbar genau dann, wenn
es eine Turing-Maschine M mit fiy = f gibt.
[ ] [ ] EineFunktion f:C IN — IN ist berechenbar genau dann, wenn
es eine verallgemeinerte Registermaschine M mit fay = f gibt.
[ ] [ ] EineMenge M C INist rekursiv genau dann,
wenn die Funktion
CfM :Q N — IN, Cfﬂ,{(ﬂ;) = { g_) inlisqtn €M
existiert.
[ ] [ | Esgibt berechenbare Zahlenfunktionen, die weder primitiv-rekursiv
noch LOOP-berechenbar sind.
[ ] [ ] Es gibt totale, berechenbare Zahlenfunktionen, die weder primitiv-rekursiv
noch LOOP-berechenbar sind.
[ 1 [ ] EineMenge M C INist rekursiv-aufzéihlbar genau dann,
wenn die Funktion
dy ;SN =N, dy(n)= { (2iiv Zilzllztn €M fiir alle n € IN,

berechenbar ist.

(ii) Welche der folgenden Mengen ist rekursiv, rekursiv aufzéhlbar aber nicht rekursiv,
nicht rekursiv aufzihlbar?

rekursiv  r.a. und nicht rekursiv  nicht r.a.
[ [ ] {(i,z) | @ € Def(ps) A di(x) < 2}

[ {(i,2) | @ € Def(yp;) A ix) < () - x}
fli.z) | @ € Def(ip) A ®ilx) > i) - 2}
{i.2) | pila) < i -2}
(@) | i = piny}
{(i,2) | ®;(z) € IN A ®;(z) ist keine Primzahl}

[ S S S —

[ ] ]
[ ] L]
[ ] ]
[ ] ]
] [ ]



Aufgabe 2 (9 Punkte, je 3 pro Teilaufgabe)

¥ (i) Erliutern Sie den Zusammenhang zwischen Wort- und Zahlenberechenbarkeit.

¥ (ii) Erliutern Sie den Zusammenhang zwischen verallgemeinerten Registermaschinen
und berechenbaren Funktionen.

A (iii) Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen rekursiv-aufzéhlbaren und rekursiven
Teilmengen von IN.

Aufgabe 3 (16 Punkte)

Gegeben sei das folgende While-Programm 7:
((WHILE Ry % 0 DO ((R1—; Ro+); Ro+); (WHILE R, # 0 DO (Ry—; (Ro+; Ro+))))

v (i) Welche einstellige Funktion AC o 7(P) o EC wird von P berechnet. (3 Punkte)
v (i) Zeigen Sie Ihre Aussage aus Teil (i). (13 Punkte)

(Hinweis: Die Syntax und Semantik der While-Programme finden Sie im Anhang.)

X Aufgabe 4 (7 Punkte)

In dieser Aufgabe soll eine Bandmaschine konstruiert werden, die das (arithmetische)
Dekrementieren von Dualzahlen berechnet, d.h. geben Sie eine ausfiihrlich kommentierte
Bandmaschine an, die die Funktion f : {0,1}* — {0,1}*, definiert durch

(Yn € N) (Ya,.., an € {0,1})(Fb1, o b € {0,1}) |
(f(aran) = bi.by A YT 027 = (00 a;277F) = 1)),

berechnet.
Korrektheitsheweise miissen nicht gefiihrt werden.

Aufgabe 5 (10 Punkte)

Zeigen Sie mittels Diagonalisierung, dass es Teilmengen M von IN gibt, so dass weder M
noch IN\ M rekursiv-aufzahlbar ist.

(Hinweis: Betrachten Sie ¢; auf den Eingaben 27 und 24+ 1.)



A Aufgabe 6 (10 Punkte)

Sei ¥ = {0,1} und bezeichne W1 die Menge der berechenbaren Funktionen f :C
¥* — T*. Definieren Sie eine surjektive Abbildung ~ : * — W} so dass die Funk-
tion £, :C T* x &* — &*, definiert durch (Vu,v € T*)(¢,(u,v) = v(u)(v)), berechenbar
ist. (Beweis)

(Hinweis: Benutzen Sie Standardnummerierungen.)

Aufgabe 7 (14 Punkte, je 7 pro Teilaufgabe)

% (i) Zeigen Sie, dass zu jeder berechenbaren Funktion g :C IN — IN eine totale, bere-
chenbare Funktion f:IN — IN existiert mit

(Vi,n € IN)(psm(n) = g(2)

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (i), dass sich jede rekursiv-aufzéhlbare Menge auf K,
reduzieren lésst.

Y Aufgabe 8 (10 Punkte)

Zeigen Sie:
Eine Menge A C IN ist genau dann rekursiv, wenn sie endlich ist oder eine totale, bere-
chenbare Funktion f:IN — IN existiert mit

¥ a) (vi,j € N)(i® < § = f(i) < f(j)) und
¥b) f(IN) = A,

X Aufgabe 9 (12 Punkte)

Geben Sie nicht-dquivalente Nummerierungen von Z an, d.h. definieren Sie Nummerie-
rungen vy und v von Z, so dass nicht 1) = 1 gilt. Beweisen Sie, dass tatsdachlich vy 2 vs.



Anhang

Satz 3.2.5 (berechenbare Zahlenfunktionen)
Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests t auf den natiirlichen Zahlen sind bere-
chenbar.

a) 0:IN° = IN, 0() := 0 (nullstellige Nullfunktion).

b) Z:IN = NN, Z(z):= 0 (einstellige Nullfunktion).

c) S:IN = NN, S(z) ==z + 1 (Nachfolgerfunktion).

d) V:IN = N, V(z) =z + 1 (Vorgingerfunktion).

) pr¥ L INF o N, pr(k)(xl, .,z = x; fiir 1 <4 < k (Projektion).
)

)

)

i)

)

@

. &) =k fiir n,k € N (konstante Funktionen).

—
.i*

x, y) =z + y (Summe).
y) := z =~ y (arithmetische Differenz).

0o

=
&

,J) = 1 -y (Produkt).
C IN? - N mit 2 = g(z,y) -y + r(z,y) und r(z,y) < y fir y # 0 und
( y) = div fiir y = 0 (Quotient und Rest).

e

5]

1

J

’Ea“is

k) := g¥ mit 0° := 1 (Exponentiation).
1) ) (/7 falls z Quadratzahl, div sonst).

m) max(z,y).
)
)

E-i

)
)

i "-a“-h“-\s‘*a‘ti

,_\,..\

n) min(z,y).

o) f(z):= (1 falls z Primzahl, 0 sonst).
p) f(z) := die x~te Primzahl.
q) flz,y) := (1 falls z < y, 0 sonst). (Entsprechend fiir <, =, >, >, # anstelle von <.)

r) Essei A C IN endlich. f(z) := (0 falls x € A, 1 sonst).
s) Es sei g : N — IN berechenbar. f(z) := (die kleinste Zahl y mit g(y) = = falls
z € Bild(g), div sonst).
t) Es sei g : IN — IN berechenbar, und es gelte (Vy) g(y) < g(y +1). Dann sei f(z) :=
max{y | g(y) < z}.
u) fla,b) := ggT(a,b) falls a,b > 0, f(a,b) := 0 sonst.



Definition 4.4.1 (WHILE-Programme)

Fiir jedes i € IN sei R; eine Kurzschreibweise fiir die Zeichenreihe RO...0 (R gefolgt von

i Nullen).

a) Fiir jedes i € IN sind R;+ und R;— WHILE-Programme.

b) Wenn die Zeichenreihen P und @ WHILE-Programme sind und ¢ € IN ist, dann

sind auch

(P;Q)

(IF R; =0 THEN P ELSE Q)

( WHILE R; # 0 DO P)
WHILE-Programme.

c¢) Keine anderen Zeichenreihen sind WHILE-Programme.

Definition 4.4.3 (Semantik der WHILE-Programme)

Fiir jedes WHILE-Programm P sei eine Funktion 7(P) :C D — D, wobei D = N,

definiert durch:

a) T(Ri+)(ap, ar,...) == (ag, a1, @-1,8; + 1,051, )
7(Ri—)(ao, a1, .- D= (ag, 01, a1, a; = 1,541, . )

b) 7(F; Q) :==7(Q)e7(P)

T(P){(d) falls d(z) =0

¢) 7(IF R; = 0 THEN P ELSE Q)(d) = { oD sonst

d) 7( WHILE R; # 0 DO P)(d)
. { r(P)4(d) falls t :== min{s | 7(P)*(d)(i) = 0} existiert
T div sonst.

AN

fiir alle i € IN und alle WHILE-Programme P und @};

e) f :C IN* — N heit WHILE-berechenbar, gdw. f = AC o 7(P) o EC fiir ein
WHILE-Programm P gilt (wobei EC und AC die Eingabe— und Ausgabecodierung

der k-stelligen Registermaschinen ist).



