Elementare Zahlentheorie mit Maple (01202) WS 16/17

Klausur am 11.03.2017:
Aufgabenstellungen

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden.

Aufgabe 1

Seien m,n € N mit m,n > 1 und seien a,b,c,d € Z. Zeigen Sie: Aus ab = cd(modm),
b = d(modn) und ggT(b,n) =1 folgt a = c¢(mod ggT(m,n)).

[10 Punkte]

Aufgabe 2

Fir n € N sei M,, = 2" — 1 die n-te Mersenne’sche Zahl und fiir n € Ny sei F,, = 22" + 1
die n-te Fermat’sche Zahl. Zeigen Sie (zum Beispiel mit Induktion), dass fiir alle n € N
gilt

n—1
Myn =[] Fu.
k=0
[10 Punkte]
Aufgabe 3

Berechnen Sie
(a) 3'292mod 1202,
(b) 32917 mod 2017,
(c) 3" mod 78.

(Hinweis: Es ist 1202 = 2 - 601, und 601 ist eine Primzahl, 2017 ist eine Primzahl und
78=2-3-13.)

[+ 8+ 4 = 10 Punkte]

Aufgabe 4

Sei f: N — N, wobei f(n) die Anzahl der ungeraden, positiven Teiler von n ist. Zeigen
Sie, dass f multiplikativ ist.

[10 Punkte]
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Aufgabe 5

Sei n € N, so dass es rationale Zahlen ¢, 5 € Q gibt, so dass

()« ()

n=|- =

b d

gilt. Zeigen Sie, dass n die Summe von zwei Quadraten ganzer Zahlen ist.

[10 Punkte]

Aufgabe 6

Bestimmen Sie alle Gaufy’schen Primzahlen z mit N(z) < 5.

[10 Punkte]

Aufgabe 7

In der Programmbibliothek fiir Gauf’sche Zahlen GaussInt berechnet der Befehl GInorm
die Norm einer Gaufl’schen Zahl, und der Befehl GIprime gibt true aus, wenn die einge-
gebene Gauf’sche Zahl eine Gaufy’sche Primzahl ist und false, wenn sie es nicht ist. In
der folgenden Prozedur sind die Zeilen durcheinander geraten.

1 aufgabe7:=proc()
2 end:

3 L:=[op(L),z]

4 Fi;

5 while i <= 2 do
6 od;

7 local z,i,j,L;

g8 fi;

9 od;

10 with(GaussInt):
11 print(L);

12 if GInorm(z)<= 5 then
13 i:=i+41;

[
IS

if GIprime(z) then
for j from -2 to 2 do
L:=[1;

i:=-2;

z:=i+I*j;

e
0 N o w

(a) Bringen Sie die Programmzeilen in eine sinnvolle Reihenfolge, so dass ein lauffahiges
Maple-Programm entsteht (Zeilennummern gentigen).

(b) Beschreiben Sie in hochstens zwei Sétzen, was die Prozedur berechnet.

[8 + 2 = 10 Punkte]
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Aufgabe 8

Fiir jede natiirliche Zahl n, die nicht vollkommen ist, gilt o(n) < 2n oder o(n) > 2n.

Wir mochten die Vermutung testen, dass mehr als % aller Zahlen n zwischen 1 und einer

gegebenen natiirlichen Zahl a die Eigenschaft o(n) < 2n erfiillen.

Schreiben Sie dazu eine Maple-Prozedur Teilersumme, die als Eingabe eine natiirliche
Zahl a bekommt. Die Prozedur soll testen, ob a wirklich eine natiirliche Zahl ist, und
falls das der Fall ist, den Anteil natiirlicher Zahlen n zwischen 1 und a berechnen und
ausgeben, fiir die o(n) < 2n gilt. Ist der Anteil grofler als %, soll die Prozedur auflerdem
true ausgeben, andernfalls false.

[10 Punkte]
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