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Elementare Zahlentheorie mit Maple (01202) SoSe 2010

Klausur am 25.09.2010:
Aufgabenstellungen

Die Lösungen aller Aufgaben müssen Sie begründen.

Aufgabe 1

Seien m,n ∈ N beide ungerade. Beweisen Sie, dass 8 ein Teiler von m2 − n2 ist.

[10 Punkte]

Aufgabe 2

Bestimmen Sie alle natürlichen Zahlen n, für die n3 − 1 eine Primzahl ist.

[10 Punkte]

Aufgabe 3

Beweisen Sie: Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

1p−1 + 2p−1 + · · ·+ (p− 1)p−1 ≡ −1(modp).

[10 Punkte]

Aufgabe 4

Sei n ∈ N, n > 2. Beweisen Sie, dass ϕ(n) gerade ist.

[8 Punkte]

Aufgabe 5

Seien a, c ∈ N. Beweisen Sie, dass (a, a+ 2, c) kein primitives pythagoreisches Tripel
von X2 + Y 2 = Z2 sein kann. Finden Sie ein pythagoreisches Tripel der Form
(a, a+ 2, c).

[6 Punkte]

Aufgabe 6

Untersuchen Sie, ob 2010 Summe von zwei Quadraten ist.

[8 Punkte]
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Aufgabe 7

Sei z ∈ Z[i] eine Gauß’sche Primzahl. Beweisen Sie, dass N(z) = p oder N(z) = p2
für eine Primzahl p ∈ N ist.

[8 Punkte]

Aufgabe 8

Der Maple-Befehl ifactors berechnet die Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl.
Ist a ∈ Z und a = ±pe11 · . . . · pekk , wobei die pi verschiedene Primzahlen und ei ∈
N, also ei ≥ 1 für 1 ≤ i ≤ k sind, dann liefert der Befehl ifactors(a); eine
geschachtelte Liste [±1, [[p1, e1], . . . , [pk, ek]]]. Der erste Eintrag der Liste ist also das
Vorzeichen der Zahl a. Der zweite Eintrag ist wieder eine Liste. Diese besteht aus
lauter zweielementigen Listen, bei denen der erste Eintrag eine Primzahl pi und der
zweite die Potenz ei ist, mit der pi in a vorkommt. Sie sehen hier zwei Beispiele:
> ifactors(-20);

[−1, [[2, 2], [5, 1]]]
> ifactors(36);

[1, [[2, 2], [3, 2]]]

Gegeben sei nun folgende Maple-Prozedur:
> #Die Zeilennummerierung ist zu Ihrer Orientierung
1. klausur:=proc(a::integer)
2. local i,n,l;
3. l:=ifactors(a);
4. n:=nops(l[2]);
5. p:=1;
6. for i from 1 to n do
7. p:=p*l[2][i][1]
8. od;
9. print(p);
10. end:

1. Wenn Sie diese Prozedur in Maple eingeben, bekommen Sie eine Warnung.
Wovor wird gewarnt und wie kann man das beheben?

2. Von nun an nehmen Sie an, dass Sie das Problem aus 1. behoben haben. Voll-
ziehen Sie die Arbeitsweise der Prozedur an der Eingabe der Zahl 112 nach,
deren Primfaktorzerlegung 112 = 24 · 7 ist.

3. Wie können Sie die Ausgabe der Prozedur allgemein für die Eingabe einer Zahl
a 6= 0, 1 mit a = ±pe11 · . . . · pekk beschreiben?
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4. Wie können Sie die Prozedur so verändern (ab Zeile 5), dass sie für a = ±pe11 ·
. . . · pekk die Ausgabe e1 + . . .+ ek liefert?

[6 + 5 + 3 + 6 = 20 Punkte]
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