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Aufgabe 1

Sei M eine nichtleere Menge, R ein Ring über M und ν ein Inhalt auf R. Wir bezeichnen mit
µ⋆ das äußere Maß zu µ.
Beweisen sie, dass die nachstehenden Aussagen äquivalent sind:

1. µ ist ein Prämaß,

2. µ = µ⋆ auf R und

3. µ ist σ-subadditiv.
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Aufgabe 2

Sei K ⊂ R
d eine kompakte Menge mit Volumen λd(K) > 0. Man nennt den Punkt s =

(s1, . . . , sd) mit

sk :=
1

λd(K)

∫

K

xk dλd

(

(x1, . . . , xd)
)

für alle k = 1, . . . , d den Schwerpunkt von K.

Berechnen Sie den Schwerpunkt des Halbkreis

H =
{

(x, y) ∈ R
2 |x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0

}

.
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Aufgabe 3

Hinweis zur Punktevergabe: Jede richtige Antwort wird mit +2 Punkten, jede falsche Antwort
wird mit −2 Punkten bewertet. Keine Antwort werden mit 0 Punkte bewertet. Sie können jedoch
insgesammt in dieser Aufgabe keine negative Punkte erziehlen.
Ein Beispiel: Sie haben 4 von 6 Fragen beantwortet, 1 richig, 3 falsch. Sie erhalten daher 1×+2
Punkte, 3 × −2 = −6 Punkte und 2 × 0 = 0 Punkte. Insgesammt wäre das −4 Punkte. Da Sie
jedoch mindestens 0 Punkte für die Aufgabe bekommen, erhalten Sie für die gesammte Aufgabe
0 Punkte.

Bitte kreuzen Sie entweder
”
Richtig“ oder

”
Falsch“ an:

1. Jede Algebra ist eine σ-Algebra.

wahr falsch

2. Jedes Maß ist ein äußeres Maß.

wahr falsch

3. Jede Lebesgue-integrierbare Funktion ist Riemann-integrierbar.

wahr falsch

4. Jede Borel-messbare Funktion f : Rd → R
n ist stetig.

wahr falsch

5. Sei Ω 6= ∅ eine Menge. Es gilt Ω ⊂ P(Ω).

wahr falsch

6. Sind (Ω1,A1, µ1) und (Ω2,A2, µ2) beliebige Maßräume, dann gibt es genau eine Fortset-
zung von µ1 ⊗ µ2 zu einem Maß auf die Produkt-σ-Algebra A1 ⊗A2.

wahr falsch
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Aufgabe 4

Sei f : R → R eine positive Lebesgue-integrierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass für alle
A ≥ 0 χ[0,A] f beschränkt und Riemann-integrierbar ist. Desweiteren seien die Funktionen

fn(x) :=

{

f(x) für 0 ≤ x ≤ n und

0 sonst

gegeben.

Zeigen Sie:

1. 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . ..

2. Das uneigentliche Riemann-Integral

∫

∞

0
f(x) dx existiert. SeinWert ist durch das Lebesgue-

Integral

∫

[0,∞)
f(x) dλ(x) gegeben.


