Losungen zur Klausur 01145 Maf}- und Integrationstheorie

WS 2011/12

Losung zu Aufgabe 1
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Losung zu Aufgabe 2

(a ist der Beweis zu Korollar 3.6.7 aus dem Skript.)
a) A\ B und B sind disjunkt. Also folgt

u(A) = w((A\ B)U B)
= u(A\ B) + u(B), (Additivitat von m)

= pu(A\B) = p(A) - u(B)-
b) p(B) = oo impliziert u(A) = oo, also ,u(A\ B) = co— 0"
nicht definiert.
¢) Sei R = P(R) und

oo falls0 € A und
u(A) =
0 fallsOg Aist.

Fiir A = {0,1} und B = {0} gilt B C A. Somit gilt
u(A\ B) = u({1}) =0.

Aber
u(A) - u(B) = p({0,1}) = u({0}) =0 — o0

ist nicht definiert.

, aber ,,00 — 00" 1st
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Losung zu Aufgabe 3

1. f, ist offensichtlich eine beschriankte Funktion, die bis auf den Punkt = 1 ste-
tig ist. Somit ist f, Lebesgue-messbar. Da f, durch die Lebesgue-integrierbaren

Funktionen 0 und xjo,;) beschrinkt ist, ist f, selbst Lebesgue-integrierbar.
Wir zeigen nun, dass f, eine isotone Funktionenfolge ist:
e Fall z < 0: Nach Definition gilt f,(z) = 0 fiir alle n. Also gilt insbesondere
fn(z) £ fm(z) fiir alle n < m.

o Fall z > 1: auch in diesem Fall hangt f,(z) = 0 nicht von n ab. Es gilt also

auch fn(z) < fn(z) fiir alle n < m.
e Fall z € [0, 1]: Sei n £ m. Dann gilt f,(z) = zn < gm = Joalt):
Somit ist f, eine isotone Funktionenfolge.

Da x[-1, eine integrierbare Funktion unabhéngig von n ist, ist somit auch die

Funktion z — X[-1,1)(z) fa(z) isoton und integrierbar.

Der Satz von B. Levi ist anwendbar. Wir erhalten

. 1 fiir z € (0,1],
f(@) 1= lim xpan(@) - fal2) =
0 sonst

als integrierbare Grenzfunktion. Desweitern gilt

in [ fa@)an(@) = lim [ o) fola) dha(a)

N=—0oC {_1’1!

B / Jim x(1,(2) - fa(z) dAa(2)

- /{_w(}d,\l(m) e /ml 1d(z)
=0-M([-1,0]) +1-A:((0,1))

=0+1=1

2. Laut Vorlesung (Kapitel 6) gilt

Al /[ @) ()



3. Da [ isoton ist. folgt

M, ={@ylze [=1],0= 4= fa(2)}
c{lzy|z€ 3,0y = fml2)}
= Mpn.

fiir alle n £ M. Insbesondere gilt auch
m
| Ma = M-
n=1
Laut Konstruktion als , Flache unter dem Funkt.ionsgrafen“ ist M, eine Borelmenge

in B(R). Da B(R) eine o-Algebra ist, ist auch Upen Mn eine Borelmenge. Somit

formen die M, eine Mengenfolge, die isoton gegen Unen M, strebt.

Also gilt
A (U M,,) = lim_ 0 (U Mn)
neN n=1
= lim_ Ao (Mm)
“tim [ fa@ N
m—oo l_l‘ll

=1 (ist oben bereits ausgerechnet).

Wir erhalten die Antwort

p (U M,,) =1,
neN
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Lésung zu Aufgabe 4

a) Das Mengensystem A = P({1,2}) ist als Potenzmenge von Q = {1,2} automatisch

eine o-Algebra iber Q.
b) u erfiillt die 3 Eigenschaften eines Inhalts:

1) u(0) = 0 nach Definition.
2) p(A) > 0 fiir alle A € A.

3) Wir checken einfach alle Moglichkeiten der Additivitat:

s p0u{1}) =p({1})) =3=0+3= n({1}),

«p(0U{2}) =p({2}) =3=0+3= (@)+u({’})

« u(0U{1,2}) = p({1,2}) =1=0+1=p(0) +p({1,2}),

¢ p@U{IUR)) = u({1,2)) =120+ } +} = u(@) + u({1}) + n({2})
und

* p({1}u{2}) =p({1.2}) =1=3+3 =p({1}) + p({2}).

c) Da A nur endlich viele Elemente hat, ist die o-Additivitdt von g automatisch

erfiillt. Also ist u automatisch bereits ein Maf.

d) uist eine Wahrscheinlichkeitsma8, da p nach (c) bereits ein Ma8 ist und p({1,2}) =
1 gilt.



