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Klausur aun 21.08.2010

Lésungsvorschlage zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1

Es seir (X)) eln normierter Ran,

- (a) [Erreichbare Punkle: 2.] Die Definitionen der Bepriifle | Canclivlolge” ~vollstindiger
normierter Rawn sind anzugebew:

Eiue Folge () in X Leilit Cauchyfolge. wenu die Bedingnuy,
Voot day O Y ECN D (b = loy o]l )
erlitllt ist {vgl. 1.0, 14). ;
Ein normierter Raum (X, || ]} In welchem jede Canchvlolge kouvergent ist. Leilit vollstéindig
(vel, 1.5.17). '
(b)Y TEvrcichbare Punkde: 2] Es ist ein Bedspiel cines novmierten Rammes anzugehen. der wicl

vollstaudig ist:
. l‘ %
Gewdl L3 I90E) st (OO 2D 1) wie 1] := PLAOE ein solcher Ranun,
t ! .
(€) [Ermichbare Pankle: £ Wi zeigew: Ist o @ ® und st (o) elue Canelivlolge in (V) I s

hi
st N ancl das skalave Viellaclie afwr) = (owg) clue Cancliviolge in (X)) ).

i kow

i

L Fall o = 0 ist (o) die koustante Folge (0.0.0,.. ). welche matiiclich i [V, |

vergent wnd somit (nach 1.5.15(1)) eine Caucliviolge ist. Wir kfunen also o # 0 voraussetzen.

Essel = > 0 vorgegeben. Ist () eipe Canelvlolge i (L] ). so gibt esiach der Delinition
Hata Iy . 5 i

fvel. [a)) v == el 2p © N it
e ragll < 2 i alle sativlichen Zaldew & = .
Mit der positiven Homogenitat der Norn || || lolgt darans

o) ol = llotes = lof s e ll = ok = o i alle bos o,

Dies bedentet. dass {awy) elue Cauchivlolge tn (] ] ist.

Aufgabe 2
(a) [Eveichbore Pankic: 4. s seien (X)) [y wd (Y] [y normierte Réwme, o < A ¢ N
ud f S WAL Y Wi hoewelsew:

J st ostelig o <=
\
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Lésungsvorschlige zur Klausur A LK /2

Zundiehst sei f ostetig oo, mud es sel el 5?7‘ O pgeseben, Nach dem 3 Krlverian 224,92
gibt es dazu cin 8" > O wit [[f(e)  fladlly = ¢ L alle o © M omit o aljy = o
Wir setzen o := T wird erhalten daun o o € A mit dH_sg < 8 o= 8t die Bezielnwg
IALe)y  Jlodlly < €. adso insbesondere || f(r)  fla)lly < =.

N gelte die Bedinguug iu der Belaupt ﬁug. Die Stetighkeit von [ in o zeiserr wiv toithille
des =0 Kriterinms 2,320 Es sel dazu oin 2 > 0 gegeben, Zu o= 5 8ibt es dann wack der
Bedingung eiv 6 > 0, und Fr o € M omit flo o ally < 8. also inshesowdere it e Qv oA,

erhalten wiv |[f{x)  [Jla)lly- € 2" < =.
(b) [Errcichbare Punkle: 5] Es sel o= (0 € @ und [ 8% 0 s dhch

;’ LUl y #£ 0
Jlegy =0 M
1O, Lalls ¢ = ).
delimiert. Wir zeigen. dass f I o nicld stetig ist,

LZunidichst sel ay £ 00 Wir hetrachten dic Folge

_ . Ty I—%\
(g dpre il o= .
Do gilt ollenbar
fuN TR E
. | . . I Iz 2
lun oy = = uuwd [l = ———— =y,
AN t} . T e

Aus oy #£ 0 lolgl. dass ([{ng) eine unbesclivdinkte Folge ist nshesondere konvergiert sie
wicht gegen f{a). Also st/ nacl dewn Folgenkriterinn fvel 2,33 nicht stetig in o,

Nunosel ¢ = 0. Wir hetrachten jetzt die Folpe

. rLN
('1.1{ }}\‘CN unt g = ’!‘
Daw gilt .
i A ' A
J.llil rp o= l':)\ = o nxl - ‘/{.‘Ilff) P ll‘ = 1. }l
koo T .

Is folgt ;lim Slrg) = 1# Jlo0). Ao ist [ anchiin o = 17 unstetig,
DR &

Aufgabe 3

s seien o € M CR" und [ € AbD{M. &™)

(&) [Erreichbare Punkle: 3. Es ist die Delinition des Begrilfs Lt dillerenzierbar in a2
lormudicren {vegl, 3.5.1):

[ hieiBt differenzierbar in o, weuw ¢ el iunerer Punkt vons A ist nnd wonn os cine {17, 1}
Matrix 4 gibt mit ‘ v )
Ly ) s M @)

lim . = (L
Y] Hl !'.IH
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(b) [Ercichbare Punkle: 3] Ls sel moo= 1.

richtig st und die Aptwort st zu beweisen:

Es stz entselieiden. ol die tolgemde Nissape

Jodillerendierbay i o wwd fy dilferenzderbar o o == ¢ dillereuzicrhar in o,

Diese Aussage ist Lalseln wie das Belsplel noi= 1. M o= & a =0, [ =0l g - REDTOTR

Jound g =0 sind dillerenzierbar in (4 aber ¢ st es nicht {vgl. 3.3.4),

Aufgabe 4

(a) [Erreichbare Punkte: 6] Der lokale Umnkelsatz (vel. £.1.2) ist zu lornndierew:

Ls seien o € M. A eine offene Teihnenge von x* wnd [0\
()

o™ ostetlg dilleresderbar.

st Rang [(a) = n. s0 gibt o5 cine oflene Umgebung (7 vou o wmit &€ A v eine ollene

Uingelmug Vo ovon b= [la) mit lolgenden Bigeuschaltew:

(i) Sl ist injektiv, wad es gilt £10) =V

(ii) Ist ¢ 0V o 07 die Umkelnlunktion vou [l so st g stetig differenziorhar and V. gl

lw jedes g &€ Vst g/ (y) = S(e) ' wenn 0= gly) gesetzt wird.

(b) [Errcichbare Punkde: 8] Die Fauktion [

IR

¥

CAbh[RE 22 sl el

22yt 2y

fleoyye= 700 70 = , i 1V € g
Jale gy} arctan{ry) b
gegeben Wir zeigen, dass ollene Umngebungoen (7 vou o = oV und Vovon b= flad existiere.
sodans [l clue stetig dillerewzierbare Umbkehrluuktion ¢ ;L S0 hositet . el Destinaen
')

Nacle dem lokalen Umkelirsatz missen wir uachweisen, dass [ stetig dilferenzierbar ist wil

Rang fflay =2,

Die Koordigatenfunktion f; st cine Polvnomlnuktion, wnd fo ist die Verkuiphiue der dif

lerenzierbaren Funktion avclan it eiver Polvuomlunktion: daber siud beide dilleronzierbar

auel deunit auely [ (vl 3.5.7). Es gilt
Dy file y)
Dafite. i)
Dyfole y)

D folry)

Da die partiellen Ableitungen stetig sind, ist

O Dy fi{a)

Ha= ) b

S ostetig dillerenzierbar, Weiler erhalten wir

Dyfifayy 71 0N
Dy fola) '

[N E
B



Lisungsvorschlige zur Klausur A LK /4

_ f1ouN A /1 UA
Da ollenbar 01 cie Treppennormallorne vou

b} ]

st gilt Rang [y = 2. Danit
lolgt die Beliamptung ans dew lokalen Unikehirsatz, i"(*f’nof eift {vel, (1) i {a )
A A B T

: R

/1 H‘\ /.I'H .1'12\ /l N

erhidlt,

Aufgabe 5

rrcichbare Pankde: 7.0 Wir begriden, dass die durel

g o TS B
N VS I R A = o
von s
gegebene Korve W= 7] rekiifliderhar ist, nand hereelmen ihre Linge L{11

Da 1V cine Kurve mit Anlaugs  wnd Endpuukt ist wwd 2 oanl J0027] dilereuszderhar ist it

) /= Deosksink el N {

= ) : K2

T -gin® € + costE

also it stetiger Ableituug, ;]“,Jﬂ) ist 1 sach dem Satz iiber die Liange ciner stetig dilleren

rierharen urve 6.2.5 genau daun vekiilizierbar, wewn

{ Ipipae
N

als {eventuell weigentlichies) lutegral existiort, Nun ist w sogar aul dem abgescldossenoen
lutervall [0, 27] stetig dilferenzierbar. sodass || flp \? stetlg {vglo 2.3.12(1v ). also Riemann
integrierbar ist. Dalier ist W orektilizierhar, wd nacle 6.2.5 gilt L die Linge vou 1

(P

1
Loy € {upolde - [ Vet eidie (= st ¢ b eotepdt
¢ &

i

f Vit cosit sintt+ sint & - Lsin beos*e + costkdi
@

e.i: 4

= f \/sinl*i + 2sintbeos?t +¢as‘*‘§@ﬁf

&)

= J Visintt ¢ contpdt -

]
|
[
=t
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Lésungsvorschlige zur Klausur A LK /5

Aufgabe 6

[rreichbare Papkie: 6. Wir stellew L jede der lolgenden Aussagen fest, ol sie richtiy oder
Lalsely dst. Fiie jede rielitige Autwort gibt es 1 Punkt, Vou der Summe dieser Pk wird i
Jede Lalsehe Autwort T Pankt abgezogen. st das Ergebnis negativ, sibt s U Punkie,

r

(a) Eine reelle Folge. die mur divergente Teillolgen hesitzt. ist unheschrinkt.

(B) st (XD el normierter Ran nnd st e € 0 s dan ist die Abbilding IR

R s L]t = el elwe Norw aul Y

(e) Siud a € W C AL C R ist [ € Abb(M, ™) uud ist S i a stetig, so st anelr [ i«
stetig,

(d) Ist u ein innerer Pkt von MO 27 e ist S Wb =) I a partiell ditforcnziorbay,

danu st [ in o stetip,
(@) Lis gibt eine Funktion [/ € R} 7. 7]). deren Fourierkoellizienten alle 1 sind.
(£) Die Punktion 001« #% wmit

{7 feon 2N

| A N1 P A
S = /hlll'}‘; ’
Lo [ £ =0
s el parasel risierte [ nrmve,
s wilt:
[ Aussage
{a) st richitig
b} st richtig
e} ist lalseh
() sl falscly
{e) ist falsely
{h st riclitig

Begrundungen (diese wurden nicht von lhnen verlangt):

(a) Dies gilt nach dem Satz von Bolzano-Welerstrafl 1.2.17(ii).

(b) Dies folgt sofort aus den definierenden Eigenschafien einer Narm (vgl. 1.4.1).

(c)EssizB. n=m:=1,a:=0, W =1[0,~], M =r, f(x):=0fir x <0 und fixy=1 far
X = 0.

{d) Siehe 3.6.2(2) und die Erlauterung im Anschluss an den Beweis von 3.6.3.

(e} Nach 5.4.7 (Besselsche Ungleichung) sind die Folgen der Fourierkosfi zienten Nullfoégesi

(f) Siehe die Losung zu U 622



