Losungsskizzen zu den Klausuraufgaben zum Kurs 1142 Algorithmische Mathematik
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Aufgabe 1.

Zeigen Sie, dass fiir alle n > 2 gilt: n paarweise verschiedene Geraden im R? schneiden sich
untereinander in hochstens (g) Punkten.

Losung:

Wir zeigen die Aussage per vollstandiger Induktioniiber n. Wir benutzen, dass sich zwei ver-
schiedene Geraden im R? in hochstens einem Punkt schneiden. Damit ist die Verankerung n =2
erfolgt. Seien nun n > 3 paarweise verschiedene Geraden g1, g>,...,g, im R? gegeben. Nach
Induktionsvoraussetzung schneiden sich gp,...,g,—1 in hochstens (”;1) = %2("_2) Punk-
ten. Durch die Gerade g, kommen hochstens n — 1 Schnittpunkte hinzu, da g, jede der g;
(i=1,...,n—1) in hochstens einem Punkt schneidet. Also haben wir insgesamt hochstens
w +(n—1)= @ = () Schnittpunkte.

Aufgabe 2.

Gibt es Permutationen ¢7,0, von 5 Symbolen, so dass o7 bzw. 0, jeweils aus einem Zyklus
der Linge 4 und einem Zyklus der Linge 1 bestehen und ihr Produkt einen Zyklus der Linge 5
ergibt? Beweisen Sie Thre Antwort.

Losung:

Es gibt solche Permutationen. Ein Beispiel sind 67 = (1234) und o, = (2345). Es gilt:

6100, = (1234)0(2345) = (12453).

Aufgabe 3.
Betrachten Sie folgenden Graphen:

(a) Geben Sie die Valenzsequenz des abgebildeten Graphen an.
Losung:
Sie lautet: (4,3,3,3,3,2,2,2,2)
(b) Bestimmen Sie einen Graphen mit dieser Valenzsequenz, der nicht isomorph zum abge-
bildeten Graphen ist. Beweisen Sie die Nichtisomorphie der beiden Graphen.
Losung:

Ein anderer Graph mit obiger Valenzsequenz ist
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Dieser ist nicht isomorph zu dem Graphen aus der Aufgabenstellung, da er nicht zusam-

menhédngend ist, letzterer aber zusammenhingend ist.

Aufgabe 4.

Seien

(@)

(b)

mn>1.

Fiir welche m,n hat der vollstindige bipartite Graph K, , eine Eulertour?
Losung:

Im K,,, haben die Knoten der einen Seite den Grad n, die der anderen Seite den Grad
m. Der Graph hat eine Eulertour genau dann, wenn er zusammenhéngend ist und alle
Knotengrade gerade sind, also hier genau dann, wenn n und m gerade sind (da fiir m,n >
1 der K, , immer zusammenhéngend ist).

Sei K, , —M,, der Graph, der aus dem vollstindigen bipartiten Graph K}, , durch Loschen
eines perfekten Matchings entsteht. Fiir welche n hat K, ,, — M,, eine Eulertour?

Losung:

In K, , — M, sind die Knotengrade alle n — 1. Notwendige Bedingung dafiir, dass der
Graph eine Eulertour hat, ist also, dass n — 1 gerade ist, bzw. n ungerade. Falls n =1,
so ist der Graph aber nicht zusammenhéngend. Falls n > 3, so ist er zusammenhéngend.
Also hat K, , —M,, genau dann eine Eulertour, falls n > 3 ungerade ist.

Aufgabe 5.
Beweisen oder widerlegen Sie: Der unten abgebildete bipartite Graph hat ein perfektes Mat-
ching.
Uy Vi
U V2
Us V3
Ug V4
Us Vs
Us V6
Losung:

Es gilt fiir die Menge der Nachbarn von vy, v,,vs:

N({vi,va,vs}) = {uy,us}
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und somit
IN({v1,v2,vs})| =2 <3 = [{v1,v2,vs}].

Nach dem Heiratssatz von Hall kann der bipartite Graph also kein perfektes Matching haben.

Aufgabe 6.

Bestimmen Sie fiir die folgende Probleminstanz eine minneroptimale und eine frauenoptima-
le stabile Hochzeit. Die Menge der Minner sei U := {uj,us,u3} und die Menge der Frauen
V := {vy,v2,v3}. Die Priferenzen der einzelnen Personen sind durch die unten angegebenen
Priiferenzlisten definiert, wobei a : (x,y,z) bedeutet, dass Person a die Person x am liebsten

und Person z am wenigsten gerne mag.

up: (V],V3,V2) Vi (u27u37u1)
up : (v3,v2,v1) va i (uz,up,uz)
uz: (vi,v2,v3) vy (ua,u,u3)

Losung:

up und v3 mogen sich gegenseitig am liebsten, d.h. sie bilden in jeder stabilen Hochzeit ein Paar.
Streicht man sie in den Listen der anderen, mogen sich nun u3 und v; gegenseitig am liebsten.
Auch sie bilden in jeder stabilen Hochzeit ein Paar. Dann bleibt fiir den Rest nur die Paarung

von u; und v;. Hier gibt es also nur eine stabile Hochzeit, diese ist mdnner- und frauenoptimal.

uz V1
Uz V2
us V3

Aufgabe 7.

Bestimmen Sie cond (A) fiir die Matrix

- (31)

beziiglich der Matrixnormen || ||} bzw. || ||w-

. 5 -7
2 3

A~!|; = 10, also

Losung:
Es gilt:

Somit ist in der Spaltensummennorm ||A||; = 12,
cond; (A) = ||A]]; - |[[A~ Y]] = 12-10 = 120.
In der Zeilensummennorm haben wir ||A||.. = 10, [|JA~!||. = 12, also ebenfalls

condeo(A) = ||A|]eo - ||A ™! |o = 10- 12 = 120.
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die Matrix
4 -2 8
A= =2 10 2
8 2 21

(a) Bestimmen Sie eine LU -Zerlegung von A.

(b) Zeigen Sie, dass die Matrix positiv definit ist und geben Sie die Cholesky-Faktorisierung
an.

Losung:

Wir bestimmen die Cholesky-Faktorisierung.

52’2:1/61272—6%71: 10—(—1)2:3

_azp—U3 01 2—4.(—1)
lip= 6, 3 2

by=\Jass =B, -8B, =V2aA-#-P=1

Insgesamt erhalten wir also

4 -2 8 200 2 -1 4
A= -2 10 2 |=| -1 3 O 0 3 2
8 2 21 4 2 1 0 01

Diese Cholesky-Zerlegung ist natiirlich auch eine LU -Zerlegung. Da die Diagonaleintrige po-
sitiv sind und die Cholesky-Faktorisierung iiberhaupt moglich war, ist die Matrix A positiv
definit.

Aufgabe 9.

Losen Sie das Optimierungsproblem
min  (x—1)2 + (y—-2)? + 22
unter x> 4+ y* 4+ 22 = 20.
Losung:
Sei f(x,y,2) = (x—1)24 (y—2)? + 2z und h(x,y,z) = x*> +y* +z> — 20. Dann gelten:
Vf(x,y,x) = (2)6 - 25 2y - 4a 2Z)
Vh(x,y,z) = (2x,2y,22)

200
Vifxyz) = [ 020
00 2
200
VZh(x,y,z) = 020
00 2




1142LK08 5

Da (0,0,0) kein zuldssiger Punkt ist, ist Vi(x,y,z) # (0,0,0) fiir jeden zuldssigen Punkt, also
ist Vh(x,y,z) linear unabhingig, also ist jeder zuldssige Punkt ein regulidrer Punkt der Neben-
bedingungen. Somit gelten, falls (x,y,z) Minimalstelle ist, die Kuhn-Tucker-Bedingungen: Es
gibtein A € R, so dass Vf(x,y,z) = AVh(x,y,z) und h(x,y,z) =0, d.h.

2x—2 = 2Ax (1)
2y—4 = 21y 2)

2z = 2Az (3)

Xy 472 = 20 (4)

(3) ist dquivalent zu 2z(1 —A) = 0, d.h. entweder z =0 oder A = 1. Letzteres kann aber nicht
sein, da sonst aus (1) oder (2) ein Widerspruch folgen wiirde. Also ist A # 1 und z = 0. Dann

folgen aber aus (1) und (2)
1 2

“Ta YTia

also y = 2x. Setzen wir dies in (4) ein, so erhalten wir

X

5x% =20,

also erhalten wir die beiden Losungen (x,y,z) = (2,4,0), A = 1, bzw. (x,y,2) = (—2,—4,0),
A= % Beim Kandidaten (x,y,z) = (2,4,0) fiir eine Extremalstelle handelt es sich tatsichlich

um ein lokales Minimum, da
2 |-
L=V f(x7Y7Z) - EV h(x,y,z)

positiv definit ist. Beim Kandidaten (x,y,z) = (—2,—4,0) handelt es sich dagegen um ein lo-
kales Maximum, da

3
L= sz(X,y,Z) - EVZh(x7y7Z)

negativ definit ist. Da
{(x,3,2)[(x,y,2) = 0}

kompakt ist und an der Stelle (2,4,0) das einzige lokale Minimum vorliegt, handelt es sich bei

diesem um ein globales Minimum (mit Zielfunktionswert 5).

Aufgabe 10.
Sei f: R? — R definiert durch

20
flxy) = —x*+ ?x3 — 1427 + 12x + x%y°.

(a) Fihren Sie einen Schritt des Newtonverfahrens zur Bestimmung eines lokalen Extremums

von f, ausgehend von (xp,yo) = (2,0), aus.
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Losung:

Wir berechnen

Vixy = (- 4x3+20x2—28x+12+2xy2,2x2y)
V(2,00 = (40

—12x% +40 28 +2v? 4
sz(x,y) _ x-+40x — 28 + 2y xy)

(
[ )

4
0
_ 1

Somit wird im ersten Schritt des Newtonverfahrens
x1\ [ 2 1{2 0 4\ (1
yvi ] \o 8\ 0 1 0/ \o

(b) Bricht das Verfahren nach dem ersten Schritt ab?

V2f(2,0) =

berechnet.

Losung:

Es gilt: Vf(1,0) = (0,0), d.h. das Verfahren bricht ab, da ein stationérer Punkt gefunden
wurde.

Aufgabe 11.

Sei n € N und Q eine symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix. Sei ferner f: R" — R
definiert durch f(x):=x'Qx.

Zeigen Sie (ohne Benutzung von Beispiel 7.1.4): f ist strikt konvex.

Losung:

Seien x,y € R", x 2y und 0 < A < 1. Zu zeigen ist

fAx+(1=2)y) <Af(x)+ (1 =2A)f(y).

Dies tun wir wie folgt:

Afx)+ (1 =2A)f(y) — f(Ax+(1—2)x)
= Ax"Qx+(1-A)y'Qy— (Ax+(1—-2)y) " Q(Ax+(1-A)y)
= Ax Ox+(1-A)y'Qy—2A%x"0x—2A(1-2A)x" Qy— (1-2)*"Qy
= (A=A%x"0x+(A—A%)y Qy—24(1-A)x' Qy
= A(1=A)[x"Qx+y"Qy—2x"Qy]
- LU A lee )
>0 5o 0 #0
> 0
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Hierbei folgt die letzte Abschitzung aus der positiven Definitheit von Q.

Aufgabe 12.
Losen Sie folgendes Optimierungsproblem mit Hilfe des Simplexalgorithmus. Verwenden Sie
Bland’s Rule.

max 2x + y
s.d. x + y < 16
=3x + y = 12
5 — 2y > -—38
x,y > 0

(a) Bringen Sie das Problem in Standardform und stellen Sie das Hilfsproblem fiir Phase I

auf.
Losung:

Die Standardform lautet:

max 2x + y

s.d. x + vy + z = 16
—3x + vy - 22 = 12
—5x + 2y + zz3 = 38

xX,y,21,22,23 = 0

Das Hilfsproblem fiir Phase I lautet:

max W
s.d. x + vy + = 16
-3x + y ) + w = 12

—5x + 2y + 23 = 38
x,,21,22,23,w > 0

(b) Fiihren Sie Phase I durch.
Losung:

Das Starttableau sieht nach (a) durch einmaliges Wegpivotieren von —w in der kiinstli-
chen Zielfunktion wie folgt aus:

-3 10 -1 0 012
2 10 0000
1 11 00 016

3 [1] o -1 0 1]12

-5 20 01 0|38
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Ein Pivotschritt liefert:
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000 OO0 -1 0
500 10 —1|-12
401 10 -1 4
-3 10 -1 0 1] 12
100 21 -2| 14

Da in der kiinstlichen Zielfunktion keine positiven Koeffizienten mehr vorkommen, ist

Phase I beendet. Da der kiinstliche Zielfunktionswert O ist, haben wir eine zulidssige Ba-

sislosung gefunden.

Sofern moglich, fithren Sie Phase II durch. Falls nicht, erkldren Sie, weshalb Phase 11

nicht durchfiihrbar ist. Geben Sie eine Optimallosung an, sofern eine existiert.

Losung:

Nach Loschen der kiinstlichen Zielfunktion und der kiinstlichen Variablen erhalten wir

als Starttableau fiir Phase II:

500 1 0[-12
401 10| 4
310 -1 0| 12
100 21| 14

Wir pivotieren gemél3 Bland’s Rule in der ersten Spalte und erhalten:

00 -2 -1 o0[-17

1o 1+ ;0 1

01 2 -1o| 15
1 7

00 -1 I 1] 13

Die reduzierten Kosten sind alle nichtpositiv, d.h. wir haben eine Optimallésung gefun-

den. Sie lautet

(x,y,21,22,23) = (1,15,0,0,13)

mit optimalem Zielfunktionswert 17.



