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Losungsskizzen zu den Klausuraufgaben zum Kurs 1142 Algorithmische Mathematik

1142L-SS17

Aufgabe 1.
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

3 Zn:(kz—k) = (n+1n(n—1)
k=1

Losungsvorschlag:
Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 0 wird auf der linken Seite gar nichts
summiert und man erhélt 3-0=1-0-(—1)

Sei nun n > 0 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen, d.h. es gelte:

n—1
3Y (K —k)=n(n—1)(n—2)

k=1

Addition von 3(n? —n) = 3n(n — 1) auf beiden Seiten der Gleichung ergibt:

(kK> —k)=3n(n—1)+n(n—1)(n—2)

D=

3

k=1

=0B+n—-2)n(n—1)
=(n+1nn—-1)

Aufgabe 2.
Essei f:{1,...9} — {1,...,9} definiert durch

x—2 x>2undx gerade
flx) =

10 —x sonst
(a) Zeigen Sie, dass f eine Permutation ist.
(b) Bestimmen Sie eine Zykelzerlegung von f.

Losungsvorschlag:

(a) Entsprechend der Fallunterscheidung setzen wir A = {4,6,8} und B = {1,2,3,5,7,9}.
Dann ist {1,...,9} = AUB und ANB = 0. Man iiberzeugt sich, dass wegen x € A —>
x—2¢€{l,...9} und x € B=10—x € {1,...9} durch die Vorschrift tatsidchlich eine
Abbildung von {1,...,9} nach {1,...,9} definiert ist.

Wir zeigen, dass f injektiv ist. Weil Definitions- und Wertebereich die gleiche endliche

Menge ist, ist f dann auch surjektiv.

(1) Die Einschrénkungen fj4: A — {1,...9} und fiz: B— {1,...9} sind injektiv we-
genx—2=y—2=—x=yund 10—x=10—y=—=x=1y.
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(2) Fir a € A und b € B gilt f(a) # f(b): sonst wire a—2 = f(a) = f(b) =10—b
und somit a+ b = 12, was jedoch unméglich ist.
Insgesamt gilt also stets f(x) = f(y) = x =y, d.h. f ist injektiv. Alternativ kann man
auch eine Wertetabelle fiir f erstellen

x |1 23456789
f)[9 87254361

und sich davon iiberzeugen, dass f surjektiv ist.

(b) Fiir ungerades x € {1,...,9} ist f(x) = 10 —x wieder ungerade und es ist
f(f(x)) = 10— (10 —x) = x. Mit Ausnahme des Fixpunktes 5 erhélt man hier Zykel der
Linge 2. Ferner ist f(2) =8, f(8) =6, f(6) =4 und f(4) = 2. Insgesamt erhilt man
folgende Zykelzerlegung:
(19)(37)(2864)

wobei der Zykel (5) nicht mitnotiert ist.

Aufgabe 3.
Essei f: A — B eine beliebige Abbildung.

4 Punkte (a) Zeigen Sie: die durch
(kY ER = [flx)=/0)

definierte Relation R C A X A ist eine Aquivalenzrelation.
3 Punkte (b) Zeigen oder widerlegen Sie: ist (B, <) eine Partialordnung, dann ist die durch
(x,y) ER = [f(x)<f(y)
definierte Relation R C A X A eine Partialordnung auf A.
Losungsvorschlag:
(a) Wir weisen nach, dass die Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Reflexivitit: Fiir jedes x € A gilt f(x) = f(x), also (x,x) € R.

Symmetrie: Sind x,y € A mit f(x) = f(y), dann ist wegen f(y) = f(x) auch (y,x) € R.
x—y=z.Dann folgt y —x = —z € Z, somit gilt (y,x) € R.

Transitivitéit: Seien x,y,z € A mit f(x) = f(y) und f(y) = f(z), dann ist auch f(x) =
f(2).

Also ist die Relation R eine Aquivalenzrelation.

(b) Im allgemeinen ist die Relation R auf A nicht antisymmetrisch, also keine Partialordnung.
Ein konkretes Gegenbeispiel erhélt man mit A = {1,2}, B={0}. Fiir die einzig mogliche
Abbildung f:A — B gilt f(1) =0 = f(2) und damit sind (1,2),(2,1) € R aber 1 # 2.
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Aufgabe 4.

4 Punkte (a) Entscheiden Sie fiir die folgenden Sequenzen, ob es sich um Valenzsequenzen eines ein-
fachen Graphen handelt. Begriinden Sie Thre Antwort.

(i) (4,4,3,2,1,0)

(i) (4,4,3,3,3,1)

3 Punkte (b) Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussage:

Sind (dy,...,d,) und (d{,...,d;,) Valenzsequenzen und ist d; +d| < n, dann ist auch
(dy+dj,...,d,+d)) eine Valenzsequenz.

Hinweis: Was ist d) +d} <n wert, wenn d, =d, =0 ?
Losungsvorschlag:
(a) Wir testen die Sequenzen mit dem Verfahren nach Havel und Hakimi:
(i) Esist
(4,4,3,2,1,0) ist Valenzsequenz <= (3,2,1,0,0) ist Valenzsequenz

Die Sequenz auf der rechten Seite kann jedoch keine Valenzsequenz eines einfachen
Graphen sein, weil auler dem Knoten vom Grad 3 nur noch 2 weitere Knoten vom
Grad > 0 vorhanden sind.

(i1) Esist

(4,4,3,3,3,1) ist Valenzsequenz <= (3,2,2,2,1) ist Valenzsequenz

<= (1,1,1,1) ist Valenzsequenz

Die letzte Sequenz (1,1,1,1) ist Valenzsequenz des Graphen [ e—e e—e |. Also

ist auch die urspriingliche Sequenz eine Valenzsequenz.

(b) Die Aussage gilt nicht: wihlt man Valenzsequenzen mit d, = d), = 0 und d; + di =n—1,
dann miisste ein einfacher Graph mit Valenzsequenz (d; +d,...,d, +d,,) sowohl einen
Knoten vom Grad n — 1 als auch einen Knoten vom Grad 0 haben, was aber unmog-
lich ist. Das kleinste Gegenbeispiel ist d = (1,1,0) = d’ (die Valensequenz des Graphen
[e—e o). Die Summe (2,2,0) ist dann keine Valenzsequenz.
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie den unten abgebildeten Graphen:

1 Punkte (a)
2 Punkte (b)

4 Punkte (c)

Zeigen oder widerlegen Sie: der Graph ist bipartit.
Finden Sie eine Eulertour des Graphen.

Geben Sie eine Ohrenzerlegung des Graphen an.

Losungsvorschlag:

(a)

(b)

(©

Die Nummerierung der Knoten ist bereits so gewihlt, dass jede Kante einen Endknoten
mit gerader Nummer und einen Endknoten mit ungerader Nummer hat. Also ist der Graph
bipartit mit den beiden Farbklassen {1,3,5,7} und {2,4,6,8}.

Wir wenden den Algorithmus aus dem Kurs an, wobei wir nur die Folge der besuch-
ten Knoten in den Teiltouren zu notieren. Unser Startknoten ist 1 und an jedem Knoten

wihlen wir diejenige unbenutzte Kante, der Ende die kleinste Nummer hat.

Die erste Tour ist:
1 23 416 5 8 1

langs obiger Tour ist die erste noch unbenutzte Kante bei 3. Dort hingen wir die néchste

Tour an
1 23 416581

387 63

und sehen, dass alle Kanten verbraucht sind. Die gesamte Eulertour ist dann

1 238763416581

Wir beginnen mit einem moglichst groBBen Kreis:
Co=1,2,3,6,5,8,1

Der Kreis ist in der folgenden Abbildung fett markiert:



5 Punkte

11421.-SS17 5

An der Zeichnung kann man nun erkennen, dass man noch vier Pfade anfiigen muss

P =128
P =143
Py =36

P =6,7,8

um eine Ohrenzerlegung zu erhalten.

Aufgabe 6.
Bestimmen Sie die Anzahl der perfekten Matchings fiir den folgenden Graphen:

Losungsvorschlag:
Zunichst stellt man fest, dass ein perfektes Matching keine der beiden Briicken enthalten kann.
Denn sobald ein Matching eine der beiden Briicken enthilt, kann es in den benachbarten Kreisen

nur noch hochstens eine Kante enthalten, so dass dort wenigstens ein Knoten nicht erfasst wird.

Die perfekten Matchings des Graphen entsprechen also den perfekten Matchings des Graphen,
den man nach Entfernen der Briicken erhilt

> OO

wobei ein perfektes Matching sich aus perfekten Matchings der drei Zusammenhangskompo-
nenten zusammensetzt. Ein perfektes Matching des C4 besteht aus zwei gegeniiberliegenden
Kanten, der C4 hat also genau 2 perfekte Matchings. Dementsprechend hat obiger Graph ge-
nau 8 perfekte Matchings.
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Aufgabe 7.
8 Punkte  Es sei 7 ein Bruch in gekiirzter Form. Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Aussagen

(i) Die 16-adische Darstellung von 7 hat nur endlich viele von 0 verschiedene Nachkom-
mastellen.

(ii) b ist eine Zweierpotenz.

Losungsvorschlag:

(i)=-(ii) Es sei eine abbrechende 16-adischen Darstellung
a & _
E = Z Ck16k n
k=0
von  gegeben. Multiplikation mit b- 16™ ergibt:

n
a-16" =b-Y c;16"
k=0
Ist p ein Primfaktor von b, dann ist p auch Teiler von a-16™. Weil a und b teilerfremd
sind, muss p ein Teiler von 16™ und damit p = 2 sein. Also ist b eine Zweierpotenz.
[der Fall m = O ist hier mit inbegriffen, denn dann ist 7 eine ganze Zahl und b = 1 hat

keine Primfaktoren].

(i)«=(ii) Es sei b eine Zweierpotenz, etwa b = 24m=r — 16". 27" mit me N und 0 < r < 3.
Ferner sei .
2" a= Z Ck16k
k=0
eine 16-adische Darstellung der ganzen Zahl 2" - a. Hieraus erhdlt man mit

2r'a 2r'a 1 k—

SR

die gewiinschte 16-adische Darstellung von 7 mit nur endlich vielen von 0 verschiede-

nen Nachkommastellen.

Aufgabe 8.

Es seien
1 2 0 1 1
2 6 0 2

A= und b= 2
3 10 1 7 5
4 8 1 10 6
4 Punkte (a) Bestimmen Sie eine LU -Zerlegung von A.

3 Punkte (b) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b.
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Losungsvorschlag:

(a) Wir wenden das Verfahren aus dem Kurs an. Hier ist vor der Pivotierung keine Permuta-

tion erforderlich. Die drei Pivotschritte liefern folgende Resultate:

1201 |1 201 120 1
212 0 0 212 0 0 212 0 0
314 1 4 3 2|1 4 3 2|1 4
410 1 6 4 0|1 6 4 0 112
Insgesamt erhilt man die LU -Zerlegung A = LU mit
1 000 1 201
[— 2100 umd U= 0200
3210 0014
4 01 1 0 00 2

(b) Mit der Zerlegung aus Teil (a) gilt:
Ax=b<=L(Ux)=b<=3Jy: (Ux=yALy=0»b)

Man stellt zunichst das Gleichungssystem Ly = b auf

1 00 0\ [y 1
21 00|[»] |2
321 0| wm| |5
401 1) \ym 6

und ermittelt (beginnend mit y; ) nacheinander die Komponenten der Losung:
yi=1
y2=2-2y1=0
y3=5-=3y1 =2y, =12
y4a=6—4y; —y3=0

Mit diesem Wert fiir y stellt man das Gleichungssystem Ux =y auf

1 2 01 X1 1

0200]|x]| _|O

001 4]]|xs 2

000 2/ \x4 0

und ermittelt (jetzt beginnend mit x4 ) nacheinander die Komponenten der Losung:

x4=0
x3=2—4x4 =2
x =0

x1:1—2x2—x4:l

Insgesamtistalso x=(1 0 2 0)7 die Losung von Ax = b.
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Aufgabe 9.
Es sei A eine reelle m x n-Matrix.
2 Punkte (a) Zeigen Sie: ATA ist symmetrisch und positiv semidefinit.

4 Punkte (b) Zeigen Sie: ATA positiv definit <= kerA = {0}.

3 Punkte (c) Geben Sie ein Beispiel einer Matrix A an, fiir welche die LU -Zerlegung und die
Cholesky-Zerlegung von AT A nicht iibereinstimmen.

Losungsvorschlag:

(a) Eine Matrix ist genau dann symmetrisch wenn sie mit ihrer Transponierten iiberein-

stimmt. Hier ist
ATA)T =AT(ATYT =ATA
also ist ATA symmetrisch.
Fiir alle v € R" ist
v (AT A = (VT AT)(Av) = (Av)T (Av) = |Av]* > 0
also ist ATA positiv semidefinit.
(b) Aus Teil (a) ist bereits v/ (ATA)v = |Av|? fiir alle v € R" bekannt. Daher gilt:
VIATAy =0 <= |AV| =0 <= Av=0

Dementsprechend ist ATA genau dann positiv definit wenn Av # 0 fiir alle v € R"\ {0}
gilt, also kerA = {0} ist.

(c) Ein Beispiel kleinster Dimension ist die 1 x 1-Matrix A = (2) mit (1)(4) = (4) =(2)(2).
Generell Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen ungleich 0 oder 1 ein Gegenbeispiel

liefern. Ein Beispiel mit einer nicht-diagonalen 2 x 2-Matrix ist
Loy (1 1y (1 1)y (1 0\ 1 1
1 1)\o 4/ \1 5/ \12)\o2

6 Punkte (a) Zu einer reellen symmetrischen n x n-Matrix A, einem b € R"” und r € R sei die Abbil-

dung ¢: R" — R durch

Aufgabe 10.

g(x) =xTAx+bTx+r

definiert. Zeigen Sie

(1) g istkonvex <= A ist positiv semidefinit.

(i1) ¢ ist strikt konvex <= A ist positiv definit.

4 Punkte  (b) Bestimmen Sie, ob die durch f(x,y,z) = 4x*> +y> + 7> 4+ 2xy +x — 4y — z+ 5 definierte
Funktion f: R?® — R konvex ist.
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Losungsvorschlag:

(a) Zunichst ist der Definitionsbereich R? konvex. Demnach ist ¢ genau dann konvex, wenn
fir alle x,y € R? und alle 0 < A < 1 die Ungleichung

g((1=A)x+Ay) < (1-A)q(x) +Aq(y)

erfiillt ist; g ist strikt konvex, wenn obige Ungleichung fiir x # y und 0 < A < 1 strikt ist.

Wegen (1 —A)r+ Ar=r und der Linearitit von b’ (—) hingt die Giiltigkeit der Unglei-

chung nur von A ab:

(1=A)gq(x)+Aq(y) — g((1=2A)x+Ay)
1-)xTAx+ AyT Ay — (1=2)x4+Ay)TA((1=2)x+ Ay)
1-)xTAx+AyT Ay — (1-1)2xT Ax — A%yT Ay — 2(1—1)AxT Ay

(1-24)
(1-4)
(1=2)AxT Ax+ (1-2)AyT Ay —2(1—-1)AxT Ay
(1-24)
(1-2)

2

1-2)A (x" Ax +yT Ay — 2xT Ay)
1=2)A(x=y)TA(x—y)

A
A

(i) Sei g konvex. Fiir A = % und y = 0 erhilt man:

1 1 1 1
0.< 5q(x) +34(0) —a(5) = ;37 Ax

Also ist A positiv semidefinit.

Sei umgekehrt A positiv semidefinit. Fiir x,y € R? und 0 < A < 1 erhilt man:
0< (1-2)A(x—y) A(x—y) = (1-24)q(x) +Aq(y) —q((1 = A)x+Ay)
Also ist g konvex.

(ii) Sei g strikt konvex. Fiir A = %, x # 0 und y = 0 erhilt man:

1 1 1 1
0< Eq(x) + EQ(O) - q(Ex) = ZxTAx

Also ist A positiv definit.
Sei umgekehrt A positiv definit. Fiir x,y € R? mit x # y und 0 < A < 1 erhilt man:

0<(1=A)A(x—y) A(x—y) = (1=2)q(x) +Aq(y) —q((1— A)x+Ay)
Also ist g strikt konvex.

(b) Wiederum ist der Definitionsbereich R konvex und in der Darstellung

4 1 0\ [x
feyz)=@xyz) |1 1 Of|y|[+(0 -4 -1)]y]|+5
0 0 1 z Z
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ist (nach Teil (a)) ersichtlich, dass f genau dann konvex ist wenn die Matrix

B

I
S = A
O = =
- O O

positiv semidefinit ist. Zum Nachweis dieser Eigenschaft gibt es mehrere Moglichkeiten:

— APy 220y =3x% + (x+ y)2 + 72 ist als Summe von Quadraten immer nicht-

negativ und verschwindet nur fiir x =y =7=0.

— Das charakteristische Polynom von A ist (x— 1)(x? —5x+3) und dessen Nullstellen
(d.h. die Eigenwerte von A) sind alle positiv.

— Die Berechnung der Choleskyzerlegung A = LL” ergibt

2 0 0
— |11 <3
L=13 % 0

0 0 1

mit positiven Diagonalelementen.

Also ist f (sogar strikt) konvex.

Aufgabe 11.
7 Punkte  Bestimmen Sie die Extrempunkte der durch f(x,y) = 3x+4y definierten Funktion f: R? — R
auf der Kreisscheibe {(x,y) € R? | x? +y*> < 1}.

Losungsvorschlag:
Zunichst stellen wir fest, dass es wegen f(—x, —y) = —f(x,y) ausreicht, die Stellen zu bestim-
men, an denen f auf der Kreisscheibe ein Minimum annimmt. Es gilt also das Minimierungs-
problem
min  f(x,y) =3x+4y
unter  g(x,y) =2+ —1<0
zu losen.

(1) Wir berechnen zuerst die Gradienten von f und g:
Vi(x,y)=(3,4) und Vg(xy)=(2x2y)

(2) Der Gradient von f verschwindet nirgends, also gibt es im Inneren der Kreisscheibe kein

lokales Minimum.

(3) Auf dem Rand der Kreisscheibe verschwindet der Gradient von g nirgends, also sind dort

alle Punkte regulir.
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(4) Auf dem Rand der Kreisscheibe ist die Ungleichheitsbedingung g aktiv und die Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingung hat die Form

Vf=uvg

mit ¢ < 0. Mit den Werten aus (1) erhilt man die Gleichungen

3=2ux
4=2puy
24y =1

wobei die letzte Gleichung aus der aktivierten Ungleichheitsbedingung herriihrt. Wenn

man die ersten beiden Gleichungen nach x und y auflost und in die letzte Gleichung

3\2 [/ 4\* 25
1 — R + - —_
2U 2u 4u?

und daraus pu? = 24—5.Wegen u <O0istalso g = —%, X = —% und y = —

einsetzt, erhilt man

(5) AbschlieBend testen wir mit dem Ergebnis aus (4) die Bedingung zweiter Ordnung. Die
beteiligten Hessematritzen V2 f und Vg sind konstant. Es ist

3 45 3 4. {00\ 5/(20 50
V2 (=2 Iy 222 L 2 -
=550 +3Ve(=5.—3) (o o>+2<o 2) (o 5)

und diese Matrix ist positiv definit. Damit ist die hinreichende Bedingung zweiter Ord-

nung erfiillt.

Insgesamt hat f auf der Kreisscheibe bei (—%,—%) ein lokales Minimum —5 und bei (%, ‘3‘)

ein lokales Maximum 5. Diese lokalen Extrema sind auch global.

Aufgabe 12.

Sie betreiben eine Anlage, welche ein kohlensdurehaltiges Getrink in Dosen abfiillen kann, die
entweder 330 ml oder 500 ml fassen. Diese Dosen verkaufen Sie in Gebinden zu je 10 Paletten
a 32 Dosen. Die Abfiillanlage kann jede Woche fiir maximal 70 Stunden betrieben werden. In
einer Stunde kann die Anlage jeweils ein Gebinde von 320 Dosen abfiillen, unabhéngig vom
Fassungsvermogen der befiillten Dosen. Jede Woche stehen Thnen maximal 10000 Liter des
kohlensdurehaltigen Getrianks zur Abfiillung zur Verfiigung. Die Verkaufsabteilung ist ausser-
dem in der Lage, maximal 60 Gebinde der 330 ml Dosen und 40 Gebinde der 500 ml Dosen
je Woche zu verkaufen. Ihr Gewinn pro 330 ml-Gebinde betréigt 45 Euro, pro 500 ml-Gebinde
35 Euro.

(a) Modellieren Sie das Problem, den Wochengewinn zu maximieren, als lineares Optimie-

rungsproblem.

(b) Wie sieht der optimale Produktionsplan aus? Welcher Gewinn kann maximal erwirtschaf-

tet werden? Begriinden Sie!
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Losungsvorschlag:

(a)

(b)

Wir bezeichnen die Anzahl der Stunden, in denen die Maschine 330 ml Dosen befiillt mit
x und die Anzahl der Stunden, in denen die Maschine 500 ml Dosen befiillt mit y. Der

Gewinn soll maximiert werden, also ist das Optimierungsziel
max 45x+ 35y.

Weiterhin sind die folgenden Nebenbedingungen einzuhalten: Die Produktionsdauer ist

naturgemil} immer nichtnegativ, also muss
x,y>0
gelten. Die Maschine kann maximal 70 Stunden betrieben werden, also ist weiterhin
x+y <70.

Ein 330 ml-Gebinde bendtigt 0,33 -320 = 105, 6 Liter des Getréinks, wihrend ein 500 ml-
Gebinde 0,5-320 = 160 Liter benotigt. Die Kapazititsbeschrankung des Abfiillerzeug-
nisses wird also durch

105,6-x+ 160-y < 10000

beschrieben. Als letztes muss auch noch die Absatzbeschrinkung am Markt modelliert
werden: Es gelte
x<60 und y<40.

Da ein 330 ml-Gebinde weniger Getrinkeresourcen verbraucht aber bei gleicher Maschi-
nenlaufzeit mehr Gewinn bringt, ist es klar, dass das Getrink am besten in moglichst viele
330 ml Dosen gefiillt werden muss. Wir konnen hochstens 60 dieser Gebinde absetzen,
und fiir diese miissen wir 105,6-60 = 6336 Liter Getriank verwenden. Es bleiben also
noch 3664 Liter iibrig, mit denen 500 ml Dosen befiillt werden konnen. Dies entspricht
22,9 Gebinden, von denen allerdings nur noch 10 produziert werden konnen, da sonst
die maximale Maschinenlaufzeit iiberschritten wird. Die Optimallosung ist also x = 60
und y = 10 mit einem Gewinn von 45 -60+ 3510 = 3050 Euro.



