Losungsskizzen zu den Klausuraufgaben zum Kurs 1142 Algorithmische Mathematik

1142KSL16

Aufgabe 1.
Die Folge (F,)n>0 der Fibonaccizahlen ist definiert durch

B o= 1,
F = 1,
F, = F,_1+F_, firallen>2.

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:
n
) Fi=Fia—1.
i=0

Losungsvorschlag:
Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt
n 0

YFE=YF=R=1=1+1-1=R+F-1=FK—-1=FR-1,

i=0 i=0
wobei wir im drittletzten Schritt die beiden Startwerte der Fibonaccifolge eingesetzt haben und
im vorletzten Schritt die Rekursionsformel benutzt haben. Damit ist die Verankerung erbracht.
Sei nun n > 0 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen, d.h. es gelte

n—1
Y Fi=Fyiyia av)
i=0
Dann folgt
n n—1

Y F = ) F+F

i=0 i=0
v

= (F(n—1)+2_ 1)+Fn
= (Fap1+F)—1

= Fn+2_17

wobei wir im letzten Schritt die Rekursionsformel fiir die Fibonaccizahlen angewandt haben
und dies tun durften, da n+2 >3 > 2 gilt.

Aufgabe 2.

An der Universitdt Musterstadt konnen nach dem ersten Semester Priifungen in den drei Fichern
A, B und C abgelegt werden. 90% der Studierenden legen eine Priifung in mindestens einem
der Féacher A, B oder C ab. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand die Priifung im Fach A
ablegt, betrdgt 50%, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand die Priifung im Fach B ablegt,
70%, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand die Priifungen
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e sowohl in Fach A als auch in Fach B ablegt, 30%;
e sowohl in Fach A als auch in Fach C ablegt, 25%; bzw.

e sowohl in Fach B als auch in Fach C ablegt, 40%.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand die Priifungen in allen drei Fichern ablegt, be-
tragt 15%.
Zeigen oder widerlegen Sie die Richtigkeit folgender Aussage:

,,Wenn jemand die Priifung in Fach C ablegt, dann legt er auch die Priifung in Fach
A oder Fach B (oder beiden) ab.*

Losungsvorschlag:

Wir zeigen die Richtigkeit der behaupteten Aussage.

Sei A (bzw. B bzw. C) das Ereignis, dass jemand seine Priifung im Fach A (bzw. B bzw. C)
ablegt.

Dann besagt die Aufgabenstellung unter anderem:

p(A) = 50% (1)

p(B) = 70% (2)
p(ANB) = 30% 3)
p(AUBUC) = 90% @)

Die iibrigen Angaben der Aufgabenstellung sind irrelevant und werden, um Schreibarbeit zu

sparen, gar nicht erst aufgefiihrt..

Damit folgen

p(A\B) = p(A\ (ANB)) = p(A) — p(AnB) "2 50% — 30% = 20% 5)
und

p(AUB) = p(BU(A\B)) = p(B) + p(a\ B) "2 70% 1 20% = 90%, ©6)
woraus

p(C\(AUB)) = p((AUBUC)\ (AUB)) = p(AUBUC) — p(AUB) 1 90% — 90% — 0

folgt.
Da die Anzahl der Studierenden aus physikalischen Griinden eine endliche sein muss, bedeutet
ebenjene Wahrscheinlichkeit, dass niemand eine Priifung in Fach C ablegt, der nicht auch eine

Priifung in Fach A oder B ablegt, was zu zeigen war.

Aufgabe 3.
Betrachten Sie folgende Relation R auf der Grundmenge R der reellen Zahlen, wobei
R C R xR gegeben ist durch

(x,y) ER <= z€Z:x—y=z

Beweisen Sie: Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation.
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Losungsvorschlag:
Wir weisen nach, dass die Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Reflexivitit: Sei x € R. Dax—x=0 € Z ist, gilt (x,x) € R.

Symmetrie: Seien x,y € R und gelte (x,y) € R, d.h. es gibt ein z € Z mit x —y = z. Dann
folgt y —x = —z € Z, somit gilt (y,x) € R.

Transitivitit: Seien w,x,y € R und gelte (w,x) € R und (x,y) € R, d.h. es gibt 71,z € Z mit
w—x =2z und x —y = z5. Dann folgt

W—y=w—x+x—y= 21 + 2o €72,
€7 S/

somit gilt (w,y) € Z.

Also ist die Relation R eine Aquivalenzrelation.

Aufgabe 4.
Betrachten Sie den im folgenden abgebildeten Graphen G = (V,E):

a b
c d

(a) Zeigen Sie: G ist 2-zusammenhédngend.
Geben Sie eine Ohrenzerlegung von G an.
Losungsvorschlag:

Ein mogliche Ohrenzerlegung (C, Py, P;,P3,P;) besteht aus dem Kreis C der Linge 6
der die Zeichnung berandenden Kanten und den Wegen P; der Linge 1, die durch die
restlichen vier Kanten gegeben sind.

Da der Graph G also eine Ohrenzerlegung hat, ist G 2-zusammenhéngend.

(b) Zeigen oder widerlegen Sie: G ist eulersch.
Geben Sie eine Eulertour an, falls eine solche existiert.
Losungsvorschlag:
Wir zeigen, dass G eulersch ist.

Dies sieht man zum Beispiel daran, dass G einerseits offensichtlich zusammenhidngend
ist und andererseits die Knoten v und w den Grad 2 haben und alle anderen Knoten den

Grad 4, also alle Knotengrade gerade sind.
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Wir konstruieren eine Eulertour mittels des Eulertouralgorithmus wie folgt. Im ersten
Durchgang finden wir den Auflenkreis

v—a—b—w—d—c—w.
Von a aus finden wir einen weiteren Kreis
a—c—b—d—a.
Zusammengesetzt ergibt sich die Eulertour

v—a—c—b—-—d—a—-b—w—d—c—wv.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Spazierginge der Lange 4 von v nach w.
Losungsvorschlag:
1. Losungsmoglichkeit:

Jeder Spaziergang der Linge 4 von v nach w muss als zweiten Knoten a oder ¢ und als
vierten Knoten b oder d haben. Der dritte Knoten muss dann einer der beiden Knoten
aus {a,b,c,d} sein, der nicht der zweite oder vierte ist. Somit gibt es nur 2-2-2 =8
Moglichkeiten fiir solche Spaziergiinge. Jede solche Moglichkeit ergibt tatsdchlich auch
einen Spaziergang, da {a,b,c,d} einen vollstindigen Graphen K induzieren. Also gibt

es genau 8 Spazierginge der Linge 4 von v nach w.
2. Losungsmoglichkeit:

Die Adjazenzmatrix von G beziiglich der Reihenfolge v,a,b,c,d,w lautet

010100
101110
1 111
AG:() 0
111010
011101
001010
Damit folgen
010100 010100 212120
101110 101110 1 42322
A2_010111 010111 | 224231
Sl 111010 111010/ | 132422
011101 011101 2232 41
001010 001010 021212
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(d)

(e)

®

und weiter
AL = AZAZ
212120 212120
1 42322 1 42322
224231 2242 31
B 1 32422 1 32422
223241 223241
021212 021212

14 17 22 17 22 8
17 38 32 37 32 22
22 32 38 32 37 17
17 37 32 38 32 22
22 32 37 32 38 17
8 22 17 22 17 14

Wir lesen in der rechten oberen Ecke von A‘é ab, dass die Anzahl der Spazierginge der
Linge 4 von v nach w genau 8 ist.

Zeigen oder widerlegen Sie: G ist ein Baum.

Losungsvorschlag:

Die Behauptung ist falsch.

Beweis: G ist kein Baum, da der Graph nicht kreisfrei ist, denn z.B. die Knotenmenge
{v,a,c} induziert einen Kreis.

Zeigen oder widerlegen Sie: G ist bipartit.

Losungsvorschlag:

Die Behauptung ist falsch.

Beweis: G ist nicht bipartit, da der Graph ungerade Kreise enthilt, denn z.B. die Knoten-

menge {v,a,c} induziert einen ungeraden Kreis.

Das Komplement von G ist der Graph G = (V,E) mit

E— (‘;)\E

D.h. anschaulich ist G der Graph der Nichtkanten von G.
Zeigen oder widerlegen Sie: G ist ein Baum.
Losungsvorschlag:

Wir zeigen, dass G ein Baum ist.
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€3]

(h)

1. Beweismoglichkeit:

Der Graph G enthilt 10 Kanten. Da der vollstdndige Graph Kg genau 15 Kanten enthilt,
enthilt G somit genau 15— 10 =5 = 6 — 1 Kanten.

AuBerdem ist G zusammenhingend, denn in ihm sind die Knoten » und d mit v verbun-

den, die Knoten a und ¢ mit w, und v ist mit w verbunden.

Die beiden obigen Eigenschaften besagen nach Satz 4.1.5 e) =>a) zusammengenommen,

dass G ein Baum ist.
2. Beweismoglichkeit:

Den Graphen G erhilt man, indem man alle Knotenpaare verbindet, die bislang nicht
verbunden waren und alle in G bestehenden Kanten 16scht. Er sieht also wie folgt aus.

An der Zeichnung erkennt man, dass G offensichtlich kreisfrei und zusammenhingend,
also ein Baum ist.

Zeigen oder widerlegen Sie: G ist selbstkomplementdr (d.h. G ist isomorph zu G).
Losungsvorschlag:

Die Behauptung ist falsch.

1. Beweismoglichkeit:

Der Knoten a hat Grad 4 in G, also Grad 1 in G. Wire G selbstkomplementir, so miisste

G auch einen Knoten vom Grad 1 haben. Dies ist jedoch nicht der Fall.
2. Beweismoglichkeit:

Nach E 2.3 (b) ist die Anzahl der Knoten in einem selbstkomplementidren Graphen von
der Form 4k oder 4k + 1. Die Anzahl der Knoten in G ist aber 6, was nicht von dieser
Form ist. Also ist G nicht selbstkomplementir.

3. Beweismoglichkeit:
Nach dem Ergebnis aus (d) ist G kein Baum. Nach dem Ergebnis aus (f) ist aber G ein

Baum. Somit kann G nicht isomorph zu G sein.

Betrachten Sie nun wieder den Originalgraphen G zusammen mit der Kantengewichts-
funktion ¢, welcher jeder Kante {x,y} das Gewicht

c({x,y}) = min{degg(x),degs(y)}
zuordnet.

Zeigen Sie: Jeder minimale aufspannende Baum von G beziiglich der Kantengewichts-

funktion c ist isomorph zum Weg P auf 6 Knoten.
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Losungsvorschlag:

Der Graph G mit Kantengewichten geméf ¢ sieht wie folgt aus.

a4b2
RO
c d

Mit dem Algorithmus von Kruskal findet man einen minimalen aufspannenden Baum,

etwa den Folgenden (fett in G eingezeichnet).

b

>

d

Dieser hat das Gewicht
2424+24+24+4=12.

Somit hat auch jeder weitere minimale aufspannende Baum das Gewicht 12.

Jeder aufspannende Baum von G hat genau 5 Kanten. Jeder minimale aufspannende
Baum muss daher die Kanten der vier kleinsten Gewichte, also vom Gewicht 2, enthal-
ten, denn ein aufspannender Baum 7', bei dem dies nicht der Fall ist, hat mindestens das
Gewicht

o(T)=4+4+c(er) +c(ex) +cles) 24+4+242+2=14.

Ein minimaler aufspannender Baum enthilt also neben den Kanten vom Gewicht 2 genau
eine Kante vom Gewicht 4. Dies kann keine der Kanten {a,c} oder {b,d} sein, da diese

jeweils einen Kreis mit Kanten vom Gewicht 2 schliefen.
a b
2 2
RS
2 1 2
c d

Jede der iibrigen vier Kanten vom Gewicht 4 verbindet die beiden Komponenten C; und
C, des durch die Kanten vom Gewicht 2 kanteninduzierten Graphen H, ist also ein auf-
spannender Baum, der nach dem oben Gesagten minimal ist. Die Komponenten von H
sind jeweils isomorph zum Pz . Da eine solche Kante vom Gewicht 4 jeweils ein Blatt von
C1 mit einem Blatt von C, verbindet, ist der entstehende aufspannende Baum jeweils

isomorph zum Fg, was zu zeigen war.
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie die unten abgebildeten Graphen 77 und 7>.

<

T 1

Zeigen oder widerlegen Sie: 71 und 75 sind isomorph.

Losungsvorschlag:

Die Behauptung ist falsch.

Wir zeigen, dass 77 und 7> nicht isomorph sind.

1. Beweismoglichkeit:

Das Zentrum von 77 bzw. T, ist jeweils einelementig. Der Zentrumsknoten von 77 hat Grad
2, der von 7> dagegen Grad 3. Da jeder Isomorphismus von Graphen das Zentrum auf das
Zentrum abbildet, kénnen 77 und 77 somit nicht isomorph sein.

2. Beweismoglichkeit:

In 7; gibt es ein Blatt, welches zu einem Knoten vom Grad 2 benachbart ist, in 77 gibt es kein
solches Blatt. Somit sind 77 und 73 nicht isomorph.

3. Beweismoglichkeit:

T1 und T, haben jeweils genau zwei Knoten vom Grad 3. Diese sind in 7> benachbart, in 7;
jedoch nicht. Somit sind 77 und 7> nicht isomorph.

4. Beweismoglichkeit:

Ti und 75 sind offensichtlich Baume. Der Code von 77 ist

((OMO0))-
Der Code von 7, lautet dagegen

((OMD)O)-

Da die Codes verschieden sind (z.B. unterscheiden sie sich an der elften Stelle), sind die Baume

T\ und 7> nicht isomorph.

Aufgabe 6.
Betrachten Sie den unten abgebildeten Graphen H und das eingezeichnete Matching M (fette

Kanten).

O O O
o (L—/) o—0 0
O O O O O O
H H mit Matching M

(a) Zeigen oder widerlegen Sie: Das eingezeichnete Matching M ist maximal.
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Losungsvorschlag:
Die Behauptung ist falsch.

Beweis: Ein augmentierender Weg ist in der Zeichnung unten links rot eingezeichnet.
Nach Augmentation erhiilt man das Matching M’ unten rechts, welches eine Kante mehr
als M enthilt. Somit ist M nicht maximal.

O
C i‘—’)
C b} C

H mit M und augmentierendem Weg H mit groBerem Matching M’

(b) Zeigen oder widerlegen Sie: Der Graph H hat ein perfektes Matching.
Losungsvorschlag:
Die Behauptung ist falsch.

Beweis: Die eine Bipartition enthélt zwei Knoten mehr als die andere, wie man leicht an
der Zeichnung von H mit dem eingezeichneten groBeren Matching M’ sieht. Daher gibt
es kein perfektes Matching fiir den Graphen H.

Anmerkung: Aus (b) und der Tatsache, dass es beziiglich des Matchings M’ aus (a) nur

zwei ungematchte Knoten gibt, folgt sofort, dass M’ ein maximales Matching ist.

Aufgabe 7.

Sei x € R eine Zahl mit % < x < 1, die in 4-adischer Darstellung x = 0.x_jx_7x_4... nur
endlich viele von Null verschiedene Nachkommastellen x_; hat. Sei K der kleinste Index, so
dass fiir alle i > K gilt: x_; = 0.

Zeigen Sie: Die Binidrdarstellung (2-adische Darstellung) von x =y_;y_»y_3... hat dann auch
nur endlich viele von Null verschiedene Nachkommastellen und fiir den kleinsten Index L, so
dass y_; =0 fuir alle i > L gilt, gilt:

L=2K oder L=2K-1.

Losungsvorschlag:
Da sich jede Zahl a € {0,1,2,3} in der Form

a=2b+c @)



1142KSL16 10

mit b,c € {0,1} darstellen lisst, gilt

)
I

™=
"
%

—

IS
=
 —~

Il
—_

2y_(i1)Fy-2i)4""
~

(y—(2i—1)27(2i71) +y_227%)

I
™

I
—_

2K .
= Y2
i=1
2K .
= 2% ) y-27,
i=1

wobei letzteres offenbar die 2-adische Darstellung von x ist (wegen 1 > x > % istauch y_; =
1 # 0, so dass der Exponent O richtig ist). Somit ist diese Darstellung auch endlich und es gilt
L<2K. @®)
Wegen der Minimalitit von K gilt
0#x_k =2y_—1)+y-2k. ©)
Da y_(x—_1),y—2k > 0, folgt aus (9), dass y_o;_1) # 0 oder y_ox # 0 gilt. Somit ist
L>2K—1. (10)

Da L € N, besagen (8) und (10) zusammen, dass L € {2K — 1,2K}, was zu zeigen war.

Aufgabe 8.
Seien
11 1 3
A=| -1 3 -1 |, b=11 [,
1 0 3 0

(a) Berechnen Sie ||Al|c.

Losungsvorschlag:

|Allo =max{1+1+4+1,]—1|4+3+|—1|,1+0+3} =max{3,5,4} =5.

(b) Bestimmen Sie eine LU -Zerlegung von A.
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(c)

Losungsvorschlag:
Wir bestimmen die LU -Zerlegung wie im Kurstext mittels Gauss-Elimination:
I 1 1 I 11 1 11
-13 -1 |— -1, 40| —] —-1|] 40
10 3 1]-1 2 1 —1|2

Eine solche LU -Zerlegung lautet also

11 1 1 00 111
-13 -1 ]=]-1 10 040
10 3 1 -1 00 2

Bestimmen Sie, sofern moglich, eine Losung x € R? des Gleichungsystems Ax = b oder

beweisen Sie dessen Nichtlosbarkeit.
Losungsvorschlag:

Wir 16sen zunéchst Ly = b:

Wir lesen ab
yvi = 3
2o = ldy=1+3=4

1
y3 = 0—|—Zyz—y1 =0+1-3=-2

Nun 16sen wir Ux = y, was uns dann eine Losung x des Gleichungssystems Ax = b

ergibt:
1 1 1 3
0 40 4
00 2|-2
Wir lesen ab
x3 = —1

x = 1
X1 = 3—x—x3=3—-141=3

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax = b lautet also

x=(3,1,-1)".
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Aufgabe 9.
Bestimmen Sie sdamtliche lokalen Minima der Funktion f : M — R mit
I 1 1
f(x7y7Z) =—-+-+-
xX 'y z

auf der Mannigfaltigkeit
M={(x,y2) € R’ |xyz=1}.

Losungsvorschlag:
1. Losungsmoglichkeit: Substitution
Fiir alle (x,y,z) € M gilt x # 0 und y # 0 und z # 0. Wir konnen also substituieren

1
7= —
Xy
unter der Zusatzforderung
xy # 0.

Somit ist unser Problem &dquivalent dazu, sdmtliche lokalen Minima der Funktion

F: (R\{0}) x (R\ {0})
mit | -
F(x,y) :f(x,y,x—y) = ;+;+xy

zu bestimmen.

12

Da die Menge U := (R\ {0}) x (R\ {0}) offen ist, konnen wir die gleichen Kriterien wie fiir

die unrestringierte Optimierung im R? dafiir hinzuziehen.

Wir berechnen also zunichst den Gradienten und die Hessematrix von F'.

1 1
VF(x,y) = <—; +, 7 +X>

2
2]
VZF(x,y> = ( xl 2
y3

Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Minimums an der Stelle (x,y) € U ist

VF(x,y) =0, d.h.

1
y - X2
1
x = =
y2
Setzen wir (11) in (12) ein, so erhalten wir

(1)

(12)

(13)

(14)
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Da x # 0 # y gilt, konnen wir in (13) und (14) kiirzen und erhalten

was uns (iiber den reellen Zahlen) die eindeutige Losung (x,y) = (1, 1) liefert.

Wir priifen nun, ob die Bedingung zweiter Ordnung fiir diesen Kandidaten erfiillt ist, d.h., ob
die Hessematrix an der Stelle (1, 1) positiv definit ist.

Fiir (s,7) # (0,0) ist

2 1
(s,t)sz(l,n(s,z)T:(s,t)( . ) ( j ) =252 425t + 202 =2+ (s+1)2 +12 >0,

also ist V2F(1,1) positiv semidefinit.

Damit liegt bei (x,y) = (1, 1) tatsdchlich ein striktes lokales Minimum.

Nach Riicksubstitution erhalten wir, das das einzige lokale Minimum der Funktion f auf der
Mannigfaltigkeit M bei (x,y,z) = (1,1,1) liegt.

2. Losungsmaoglichkeit: Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Wir definieren /(x,y,z) = xyz — 1 und berechnen die Gradienten von f und h:

1 1 1
Vf(x,y,z) = <—;7—77—Z—2>

Vh(x,y,z) = (yz,X2,xy).

Vh(x,y,z) ist linear unabhingig, aufer wenn mindestens zwei der Variablen x,y,z Null sind.
Letzterer Fall tritt aber hier nicht auf, da dann 0 = xyz # 1, also (x,y, z)T nicht zuldssig ist.

Somit gilt nach Satz 6.4.1: Notwendige Bedingungen dafiir, dass an der Stelle (x,y,z)' ein
Minimum vorliegt, ist, dass es ein A € R gibt mit

xyz = 1 (15)
1
- = Ayz (16)
x
1
-5 = Axz (17)
y
1
—z = Axy (18)

Aus (15) folgen x,y,z# 0 und x = ylz Setzen wir dies in (16), (17) und (18) ein, so erhalten wir
—é = /l% bzw. —yiz = QL% bzw. —Ziz = QL%. Es kann nicht A = 0 gelten. Also

X:y:Z:——

A

Wegen (15) gilt somit x> =1, also x =1, y=z=1 und A = —1. Einziger Kandidat fiir ein
Minimum ist also (x,y,z)" = (1,1,1)".
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Wir wollen mittels der hinreichenden Bedingung zeigen, dass dies tatséchlich ein Minimum ist.
Wir berechnen zunéchst

% 00
2 _ 2
Vf<x7y7z) - 0 7 O
00 3
0 z vy
VZh(x,y,z) = z 0 x
x 0

Der zu betrachtende Tangentialraum ist

T = Kern(Vh(l,l,l)):{(x,y,z)T€R3](1,1,1)(x,y,z)T:()}

oa+p
= —o la,B eR

-

Fiir (x,y,z)" € T\ {(0,0,0)"} gilt

(x,,2)[V2F(1,1,1) = AVZa(1,1, D] | v
Z
21 1 a+p
= (a+B,—a,—B)| 1 2 1 —a
112 -B
o+
= (a+B,—a,—p) —o
—B

= (a+B)*+a’+p>>0,

d.h. die Matrix V2£(1,1,1) — (=1)V?h(1,1,1) ist positiv definit auf dem Tangentialraum T an
der Stelle (1,1,1). Somit ist an dieser Stelle wirklich ein Minimum der Funktion mit Ziel-
funktionswert 3.

Bemerkung: V2 f(1,1,1) — (=1)V?h(1,1,1) ist sogar auf ganz R? positiv definit.

Aufgabe 10.

Bestimmen Sie die Konvergenzrate der Folge (272'F1000) _

Losungsvorschlag:

Der Grenzwert der Folge bei n — oo ist offensichtlich 0.

Sei a,, :=272"+1000
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Wir betrachten fiir p > 0

@1 — O 272"+‘+1000
la, —0|P B (2-2"+1000)p
7—2:2"+1000

»—2"p+1000p
5(=2:2"+1000—(—2" p+1000p)

7—2:2"+p-2"41000—1000p

2" (p—2)+1000(1—p)

oo falls p > 2
TR 271000 fapls p =2
0 falls p < 2.

Somit ist die Konvergenzrate der Folge (a,),>0 gleich 2.

Aufgabe 11.
Die Funktion f: R®> — R sei gegeben durch

f(x,y,2) =4x2+2y2+z2—4xy—2xz+z—x.

(a) Sei (x,y,z) € R®. Berechnen Sie die Hessematrix V2 f(x,y,z) von f an der Stelle (x,y,z).
Losungsvorschlag:

Wir berechnen wir zunédchst den Gradienten und dann die Hessematrix von f.

Vix,y,z2) = (Bx—4y—2z—1,—4x+4y,—2x+2z+1)

8 —4 -2
Vif(xyz) = | —4 4 0
-2 0 2

(b) Zeigen Sie: f ist strikt konvex.
Losungsvorschlag:

Da die Funktion zweimal stetig differenzierbar ist, geniigt es zu zeigen, dass die Hesse-

matrix, die wir in (a) bereits berechnet haben, an allen Stellen positiv definit ist.
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Zu Untersuchung, ob die Hessematrix positiv definit ist, haben wir zwei Moglichkeiten:
1. Moglichkeit: Cholesky-Faktorisierung

Wir untersuchen, ob eine Cholesky-Faktorisierung der Hessematrix existiert. Dazu be-

rechnen wir

by = —V2,

o= V2

by = VA-2=V2,
ba = s ==3V2
b3 = 2—%—%:1.

Somit existiert die Cholesky-Faktorisierung der Hessematrix, sie lautet
V2 f(x,y,z) =LL"

mit
22 0
L=| —V2 V2
—3V2 —3V2 1

Also ist die Hessematrix positiv definit und f somit strikt konvex.

0
0

2. Moglichkeit: Mittels der Definiton der positiven Definitheit
Seien r,s,t € R mit (r,s,¢) # (0,0,0). Dann gilt
8§ —4 -2 r
(s, )V f(x,,2)(ns,)T = (rs,)| —4 4 0 s
-2 0 2 t
= 817 —8rs—4rt +4s* + 21>
= 2(r— t)2 +4(r— s)2 +272
> 0,

also ist V2f(x,y,z) positiv definit.

Somit ist f strikt konvex.

(c) Fiihren Sie einen Schritt des Newtonverfahrens zur Bestimmung eines lokalen Minimums
der Funktion f durch, der Startpunkt sei (xo,y0,20)' = (1,1,1)7.
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(d)

Losungsvorschlag:

Wir haben in (a) bereits den Gradienten in allgemeiner Form und die Hessematrix berech-
net. Der Gradient an der Stelle (1,1,1) lautet demnach

Vf(,1,1) = (1,0,1),

Um die Inverse von V2£(1,1,1) zu berechnen, machen wir folgende Schritte.

8 -4 —2/1 00 1 0 -1/00 -1
-4 4 0|01 O)]—] O —4 6|1 0 4
-2 0 2]0 0 1 0O 4 —4/0 1 -2
10 -1/00 -1 1ooll 11
— |01 -1/0 ; —3|—010]} 31
00 2|1 1 2 001|331
Somit lautet die Inverse
2 2 2
2 o 1
(VraLop =212 3 2
2 2 4
Die erste Iteration des Newtonverfahrens berechnet also
X 1 1 2 2 2 1 0
yi = 1 ~1 2 3 2 0| = 0
z1 1 2 2 4 1 —1

Liegt an der Stelle des gefundenen ersten Iterationspunkts nach Durchfiihrung des Schrit-
tes des Newtonverfahrens ein striktes globales Minimum der Funktion f?

Losungsvorschlag:
Da V£ (0,0,—31) = (0,0,0) ist, handelt sich bei (x1,y1,z1) um einen stationdren Punkt,

Da f nach (a) strikt konvex ist, also insbesondere die Hessematrix V2 f(x,y,z) regulir

ist, hat das Gleichungsystem V f(x,y,z) = (0,0,0), welches ja dquivalent zu

1

Evzf(x,y,z)(x,y,z)T =(1,0,—-1)

ist, eine eindeutige Losung, daher ist (x,y;,z;) der einzige stationdre Punkt von f.

Da f nach (a) strikt konvex ist, also V2f(x1,y1,z1) positiv definit ist, handelt es sich

dabei um ein striktes lokales Minimum.

Da die Stelle (x1,y1,z1) eine lokale Minimalstelle ist und f stetig differenzierbar und
nach nach (a) unter anderem konvex ist, gilt nach Aufgabe 7.1.7 b) fiir alle (x,y,z) € R?

fey,2) > flxeyn,z) + Ve ynz) ((onz) T — (a,yizi) ') = Fxnyn,z).
—(0,0,0)
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(Anschaulich bedeutet Aufgabe 7.1.7 b), dass der Tangentialraum am Punkt
(x1,v1,21, f(x1,y1,21)) der durch den Funktionsgraphen von f im R* beschricbenen
Mannigfaltigkeit immer unterhalb dieser Mannigfaltigkeit liegt.) D.h. das Minimum ist
sogar global.

Somit handelt es sich bei (x1,y1,z;) um die Stelle des strikten globale Minimums der
Funktion f.

Aufgabe 12.

In einer Chemiefabrik wird ein Produkt P aus den Rohstoffen X, Y und Z hergestellt. Dazu
stehen zwel verschiedene Anlagen A und B zur Verfiigung. Unten aufgelistet ist, wieviel von
den Rohstoffen (in Tonnen), die Anlagen jeweils zur Herstellung von 1 Tonne des Produkts
benotigen, sowie die maximal tiglich nutzbare Menge an den Rohstoffen (in Tonnen):

Rohstoff | Anlage A | Anlage B | maximal nutzbare Menge
X 2 1 8
Y 2 3 12
Z 1 1 6

Die Betriebskosten von Anlage A zur Herstellung von einer Tonne von P betragen 15000€,
die von Anlage B nur 10000€. Der Verkaufserlos von einer Tonne von P betriagt 30000€ (Sie
diirfen davon ausgehen, dass die komplette Produktion Absatz findet.)

(a) Modellieren Sie das Problem, einen tdglichen Produktionsplan zu erstellen, der den Ge-
winn maximiert, als lineares Programm.

Losungsvorschlag:

Wir benutzen folgende Variablen:

a := Herstellungsmenge von Produkt P in Anlage A (in Tonnen)
b := Herstellungsmenge von Produkt P in Anlage B (in Tonnen)

Der Gewinn durch eine in Anlage A herstellte Tonne von P ist dann

30000€ — 15000€ = 15000€.

Der Gewinn durch eine in Anlage B herstellte Tonne von P ist

30000€ — 10000€ = 20000<.

Der tédgliche Gewinn soll maximiert werden, d.h.

max 15000a + 20000 (19)

Die Rohstoffmengenbeschrinkung fiir Rohstoff X besagt:

2a+b < 8 (20)
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Die Rohstoffmengenbeschrinkung fiir Rohstoff Y besagt:

2a+3b < 12 1)

Die Rohstoffmengenbeschriankung fiir Rohstoff Z besagt:

atb < 6 (22)

Ferner besagt die Nichtexistenz negativer Masse:

ab > 0 (23)

Zusammengenommen bilden die Variablendefinition von a und b und (19), (20), (21),
(22) und (23) ein mathematisches Modell des Problems in Form eines linearen Pro-
gramms.

(b) Losen Sie dieses mit einer Methode Ihrer Wahl.
Losungsvorschlag:
1. Losungsmoglichkeit: Simplexalgorithmus

Das Starttableau fiir den Simplexalgorithmus lautet:

15000 20000 0 0 0| 0
1100/ 8
2 301 0[12
1 200 1|6

Nach dem ersten Pivotschritt erhalten wir das Tableau:

0 12500 —-7500 O 0O | —60000

1 : 00 4
0 110 4
0 I -3 01 2

Nach dem ersten Pivotschritt erhalten wir das Tableau:

0 0 —1250 —6250 0 | —85000

10 2 =10 3
o1 -1 10 2
1 1
oo -4 -1 1

Das Tableau ist optimal. Wir lesen die Optimallsung (a,b) = (3,2) als Losung des li-

nearen Gleichungssystems
2a + b = 8
2a + 3b = 12

ab. Der optimale Zielfunktionswert betrdgt 85000.

Optimal ist es also, in der Anlage A pro Tag 3 Tonnen und in der Anlage B pro Tag 2

Tonnen von P zu produzieren. Damit wird ein Gewinn von 85000€ erwirtschaftet.
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2. Losungsmaoglichkeit: Grafisch

b
3
&
7T \X
=2
i \N
0 o
5 -+
4T
31 \\3,2)
2 @
X
X s
17 \\ \v
\ \ \ ! —
1 2 3 4 5

20

Wir lesen die Optimallosung (a,b) = (3,2) ab und errechnen den optimalen Zielfunkti-

onswert als

15000 - 3 4-20000 - 2 = 85000.

Optimal ist es also, in der Anlage A pro Tag 3 Tonnen und in der Anlage B pro Tag 2

Tonnen von P zu produzieren. Damit wird ein Gewinn von 85000€ erwirtschaftet.



