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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2016

Klausur am 24.09.2016:
Aufgabenstellungen

Die Lösungen aller Aufgaben müssen begründet werden.

Aufgabe 1

Beweisen Sie mit vollständiger Induktion, dass

2n+ 1 ≤ n2 ≤ 2n

für alle n ≥ 4 gilt.

[10 Punkte]

Aufgabe 2

Welche der folgenden Mengen sind Unterräume von M22(Q)?

(a) U1 =
{(

a a2

0 a

)
| a ∈ Q

}

(b) U2 =
{(

a 0
−a 0

)
| a ∈ Q

}

(c) U3 =
{(

1 a
0 0

)
| a ∈ Q

}

[8 Punkte]

Aufgabe 3

Sei

A =

 1 −1 1 1
−2 2 1 1
−1 1 1 1

 ∈M34(R).

(a) Lösen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = 0 und bestimmen Sie eine Basis der
Lösungsmenge.

(b) Ergänzen Sie Ihre in (a) gefundene Basis zu einer Basis B von R4.

(c) Sei B die Basis aus (b) und C die kanonische Basis von R3. Bestimmen Sie für
f : R4 → R3 mit f(x) = Ax die Matrixdarstellung CMB(f).
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Klausuraufgaben LA KL

(Hinweis: Sollten Sie keine Lösung für (a) gefunden haben, ergänzen Sie in (b)


1
0
0
−1

 ,


0
1
1
0


zu einer Basis von R4. Sollten Sie in (b) keine Basis bestimmt haben, lösen Sie (c) mit einer
beliebigen Basis C von R4, bei der jeder Basisvektor mindestens zwei Einträge ungleich
Null besitzt.)

[8 + 4 + 4 = 16 Punkte]

Aufgabe 4

Sei V ein K-Vektorraum und f : V → V linear. Beweisen Sie, dass genau dann Kern(f)∩
Bild(f) = {0} gilt, wenn Kern(f ◦ f) = Kern(f) ist.

[8 Punkte]

Aufgabe 5

Sei (bn)n∈N eine Folge mit 0 < bn < 1 für alle n ∈ N. Beweisen Sie, dass die Folge (an)n∈N
mit

an =
n∏
i=1

bi für alle n ∈ N

konvergiert.

(Hinweis: Monotonieprinzip)

[8 Punkte]

Aufgabe 6

Sei D = [−
√

2,
√

2] ⊆ R und f : D → R mit f(x) =
√

2− x2 für alle x ∈ D.

(a) Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung von f im Intervall (−
√

2,
√

2).

(b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f .

(c) Berechnen Sie das zweite Taylorpolynom von f in x0 = 1.

[4 + 5 + 3 = 12 Punkte]

Aufgabe 7

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

(a)
∞∑
n=1

(
2
n

)7

(b)
∞∑
n=1

√
3 + n
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Klausuraufgaben LA KL

(c)
∞∑
n=1

(n−1)!
3nn

[10 Punkte]

Aufgabe 8

Bestimmen Sie eine Negationsnormalform der beiden folgenden Formeln:

(a) ¬((A ∨B) ∧ (¬B ∨ C))

(b) ¬(∀x∃y(R(x, y) ∧ (¬Q(y))))

[4 + 4 = 8 Punkte]

Funktion Definitionsbereich Stammfunktion

x 7→ xn, n ∈ N0 R x 7→ 1
n+1x

n+1

x 7→ x−n, n ∈ N, n ≥ 2 R \ {0} x 7→ 1
−n+1x

−n+1

x 7→ x−1 (0,∞) x 7→ ln(x)

x 7→ x−1 (−∞, 0) x 7→ ln(−x)

x 7→ xα, α ∈ R, α 6= −1 (0,∞) x 7→ 1
α+1x

α+1

x 7→ 1
1+x2 R x 7→ arctan(x)

x 7→ 1√
1−x2 (−1, 1) x 7→ arcsin(x)

x 7→ exp(x) R x 7→ exp(x)

x 7→ ax, a > 0, a 6= 1 R x 7→ 1
ln(a)a

x

x 7→ cos(x) R x 7→ sin(x)

x 7→ sin(x) R x 7→ − cos(x)

x 7→ 1
cos2(x) ((k − 1

2)π, (k + 1
2)π), k ∈ Z x 7→ tan(x)

x 7→ 1
sin2(x) (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z x 7→ − cot(x)
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