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Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2015

Klausur am 26.09.2015:
Aufgabenstellungen

Aufgabe 1

Sei a ∈ R mit 0 ≤ a ≤ 1.

Beweisen Sie mit vollständiger Induktion, dass (1 +a)n ≤ 1 + (2n− 1)a für alle n ∈ N gilt.

[10 Punkte]

Aufgabe 2

Sei A =


−2 2 −2 0 2
−2 2 2 −2 4
2 −2 0 1 −3
−6 6 −4 −1 7
0 0 2 −1 1

 ∈ M55(R). Sei f : R5 → R5 definiert durch f(x) = Ax

für alle x ∈ R5.

Bestimmen Sie eine Basis von Kern(f) und von Bild(f).

[18 Punkte]

Aufgabe 3

Sei V ein Vektorraum über einem Körper K und seien U und W Unterräume von V . Seien
u ∈ U , u 6= 0 und w ∈W , w 6= 0.

Beweisen Sie: Wenn U ∩W = {0} ist, dann sind u und w linear unabhängig.

[10 Punkte]

Aufgabe 4

Bestimmen Sie die lokalen Minima und Maxima der Funktion f : R → R definiert durch
f(x) = x+ 2 cos(x) für alle x ∈ R.

Folgende Tabelle könnte für die Bearbeitung der Aufgabe nützlich sein und darf ohne
Begründung verwendet werden:

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6 π

sin(x) 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

cos(x) 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0 −1

2 −
√

2
2 −

√
3

2 −1

[8 Punkte]
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Klausuraufgaben LA KL

Aufgabe 5

Seien a, b ∈ R mit a < b. Sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion mit den beiden folgenden
Eigenschaften:

(i) Für alle x ∈ (a, b) gibt es ein y ∈ (x, b] mit f(y) > f(x).

(ii) Für a gibt es kein y ∈ (a, b] mit f(y) > f(a).

Beweisen Sie: Dann gilt

1. f nimmt das Maximum in a an, d.h. für jedes x ∈ [a, b] gilt f(x) ≤ f(a).

2. f nimmt das Maximum in keinem Punkt c ∈ (a, b) an.

3. f nimmt das Maximum auch in b an.

[3 + 3 + 6 = 12 Punkte]

Aufgabe 6

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz.

1.
∞∑
n=1

nn

2nn!

2.
∞∑
n=1

(1 + (−1)n

n )n2

[6 + 6 = 12 Punkte]

Aufgabe 7

Bestimmen Sie zu jeder Stelle, an der ein Variablensymbol in den folgenden Formeln steht,
ob es dort frei oder gebunden ist. Variablensymbole werden mit x, y bezeichnet.

1. ∀xP (x)→ P (y)

2. ∀xP (x)→ Q(x, y)

3. ∀x(P (x)→ Q(x, y))

4. Q(x, y)→ ∃yP (x)

[2 + 3 + 3 + 2 = 10 Punkte]
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Klausuraufgaben LA KL

Funktion Definitionsbereich Stammfunktion

x 7→ xn, n ∈ N0 R x 7→ 1
n+1x

n+1

x 7→ x−n, n ∈ N, n ≥ 2 R \ {0} x 7→ 1
−n+1x

−n+1

x 7→ x−1 (0,∞) x 7→ ln(x)

x 7→ x−1 (−∞, 0) x 7→ ln(−x)

x 7→ xα, α ∈ R, α 6= −1 (0,∞) x 7→ 1
α+1x

α+1

x 7→ 1
1+x2 R x 7→ arctan(x)

x 7→ 1√
1−x2 (−1, 1) x 7→ arcsin(x)

x 7→ exp(x) R x 7→ exp(x)

x 7→ ax, a > 0, a 6= 1 R x 7→ 1
ln(a)a

x

x 7→ cos(x) R x 7→ sin(x)

x 7→ sin(x) R x 7→ − cos(x)

x 7→ 1
cos2(x) ((k − 1

2)π, (k + 1
2)π), k ∈ Z x 7→ tan(x)

x 7→ 1
sin2(x) (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z x 7→ − cot(x)
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