Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2011

Klausur am 24.09.2011:

Musterlosungen
Aufgabe 1
1 no no(n20—1)
Im Induktionsanfang sei ng = 1. Dann ist A™ = A, und |0 1 ng = A. Es gilt
0 0 1
also der Induktionsanfang.
1 n n(nz—l)
Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass A" = [0 1 n fir ein n > 1 gilt.
0 0 1
1 n41 fbn
Wir werden im Induktionsschritt zeigen, dass daraus A"T! = [0 1 n+1 | folgt.
0 0 1
Es gilt
1 n @ 110 1 n+1 n+ %
At = A" A=(0 1 =n 01 1]l=]0 1 n+1
0 0 1 0 01 0 0 1

Wir sind fertig, wenn wir zeigen kdnnen, dass n + ”("2_1) = (”"“21)"

ist. Das gilt aber, denn

+n(n—1) 2n+n?—-n n?4+n  (n+1)n
n = = = .
2 2 2 2

Aufgabe 2

1. Durch die elementaren Zeilenumformungen: Addition der zweiten Zeile zur ersten
und Subtraktion der zweiten Zeile von der vierten (= Addition der (—1)-fachen der
zweiten Zeile zur vierten) geht A tber in die Matrix

1 0 01
0 010
-1 1 0 1
0 1.0 0

Addition der ersten zur dritten Zeile und Subtraktion der vierten Zeile von der
dritten ergibt die Matrix

100 1
0 01 0
0 00 141
010 O

Nach Vertauschung der zweiten und vierten Zeile und danach Vertauschung der
dritten und vierten Zeile erhélt man die Matrix

100 1
, o1 0 o0
A=loo01 o

000 1+1
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InK=Rist 1+ 1 =2 7 0. Durch die Umformungen: Multiplikation der vierten
1

Zeile mit — und danach Subtraktion der vierten Zeile von der ersten Zeile erhélt

man die Einheitsmatrix I .

Die Treppennormalform von A ist also die Einheitsmatrix Iy und damit gilt Rg(A) =
4.

2. Im Fall K = F9 kann man die oben angegebenen Umformungen analog durchfiihren,
bis man zur Matrix A’ gelangt. Da 1+ 1 = 0 in Fy ist, ist man dann an dieser Stelle
fertig. Die Treppennormalform von A lautet dann

1 0 01
0100
0010’
0000

und folglich ist Rg(A4) = 3.

Aufgabe 3

1
Sei U = { ii € R* | o1 +x9+23+24 = 0}. Dann ist U als Losungsmenge des honogenen

L4
linearen Gleichungssystems Az = 0 mit A = (1111) ein Unterraum von R*. Die Matrix A
ist bereits in Treppennormalform und hat den Rang 1. Deshalb gilt dim(U) =4 —1 = 3.
Fiir die Vektoren der Standardbasis gilt jeweils 1 + x9 + 23 + x4 = 1, daher liegen sie
nicht in U.

Aufgabe 4

Sei z € Kern(f)NKern(g). Dann ist f(z) =0 = g(x). Es folgt 0 = f(z)+g(z) = (f+g)(x),
also x € Kern(f + g). Es folgt Kern(f) N Kern(g) C Kern(f + g), die Behauptung.

Aufgabe 5

Wir zeigen, dass die Folge monoton fallend und beschrénkt ist. Damit ist bewiesen, dass
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sie konvergent ist. Fiir die Monotonie berechnen wir a,+1 — a,. Es gilt

2n+2 1 2n 1
Ap41 — Ap = r Z Kl
k=n+1 k=n

==
Sl

2n 1 1 1 2n
= Y ortmm T o X &
k=n+1 k=n+1

1

_ 1 _
- 2n+1 + 2n+2 n

- (ﬁ - ﬁ) + (2n1+2 2n> <0.
Somit ist (a,) monoton fallend. Nach oben ist (a,) durch a; beschrénkt, und da alle

Folgenglieder positiv ist, ist (a,) durch 0 nach unten beschrankt. Es folgt die Konvergenz
der Folge.

Aufgabe 6

1. Es ist ¢/(sin(2z))? = (SiH(QZE)Q)% = sin(2 )% also f(z) = sin(Qx)%. Diese Funktion
leiten wir mit der Kettenregel ab:

2 (sin(22))’

3 sin(2x)

Die Ableitung (sin(2z))" wird wieder mit der Kettenregel berechnet. Es ist (sin(2x)) =

2 - cos(2x), also

wno

f(x) = (sin(22))" - % . sin(2x)7_1 =

oy = d-e0)

b
2. Wir verwenden zur Berechnung partielle Integration, also die Formel [ f/(x)-g(z)dx =
a

f(z)g(x) |° —fbf(x) - ¢'(x)dx. Dafiir sei f'(x) = cos(z) und g(z) = 22, also f(z) =
sin(x) und g/(;;) = 2x. Es folgt
b

/:z:2 . cos(x)dz = sin(x) - 22 |° — /Qx sin(z)dz = sin(z) - 22 |° 2/x sin(z

a

b
Zur Berechnung von [z - sin(z)dz verwenden wir wieder partielle Integration, und

zwar jetzt mit f/(x) = sin(z) und g(x) = z, also f(x) = —cos(z) und ¢'(x) = 1. Es

folgt
b b b
/a: -sin(z)dz = (- cos(z)) -z |© — /(— cos(z))dx = —x - cos(x) |° —i—/cos(ac)d:c.

Jetzt verwenden wir, dass sin eine Stammfunktion von cos ist, und es folgt
b
/x2 cos(x)dx = (x?sin(z) + 2z - cos(x) — 2sin(z)) 2 .

a
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Aufgabe 7
Fir alle n € N und x € R sei a,, = ;72" Es gilt
lany] Bt mn+1n+ 1 mn? +2n+1
lan] |Gt T n42 n n? +2n
Es ist lim | % = |z lim % = |z|. Fir |z| < 1 konvergiert damit die Reihe,
n—oo n—oo

n n

und fiir [z| > 1 divergiert sie. Die Folgen (;37) und ((—1)" - %) sind keine Nullfolgen,
und es folgt, dass die Reihen fiir z =1 und =

= —1 divergieren.
Aufgabe 8

Sei a € R, a > 0. Die Funktion f : (0,00 — R mit f(z) = ax — y/x ist differenzierbar, und
es ist

f’(w)—a—Q\—f fir x > 0.
Es folgt f'(z) = 0, falls = 5, und f/(z) < 0, falls 0 < z < L, und f(x) > 0,
falls = > ﬁ ist. Somit ist f auf (0, g, ) streng monoton fallend und auf (2 1.7 00) streng
monoton wachsend. Die einzige Nullstelle von f’ ist zp = £, . Da f in (0, 1a —5) streng
monoton fillt und in (445, 00) streng monoton wichst, liegt hier ein Minimum vor.

4a2>
Aufgabe 9

Die gegebene Formel wird mittels Aquivalenzumformungen in eine Negations- und diese
dann in eine pranexe Normalform iiberfihrt:

—Jz(VyP(y,x) — JyQ(y,c)) Umbenennung

~ -3Jx(VyP(y,z) — J2Q(z,¢)) Implikation

~ -3Jx(-~(YyP(y,x))V3IzQ(z,¢))  Quantorwechsel

~ Ve-(=(YyP(y,x)) VvV 3zQ(z,¢))  De Morgan

~ Va(-—~(YyP(y,x)) A —=3zQ(z,¢)) Doppelte Negation

~ Vx(VyP(y,z) A —=32Q(z,c)) Quantorwechsel

~ Ve(VyP(y,z) AN\Vz=Q(z,c¢)) Negationsnormalform,
Quantifizierung

Va(Vy(P(y,x) AVz-Q(z,¢))) Kommutativgesetz
Ve (Vy(Vz—=Q(z,¢) A P(y,x))) Quantifizierung
Va(Vy(Vz(=Q(z,¢) A P(y,z)))) Klammern
VaVyVz(—Q(z,c) A P(y, ) pranexe Normalform

Q22
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