Losungen der Nachklausur Mathematische Grundlagen (1141)
WS 07/08

Nachklausur am 29.03.2008:

Losungsvorschliage zu den Aufgaben

zu Aufgabe 1

01 2 0 | 2
Wir iiberfithren die erweiterte Koeffizientenmatrix |0 0 0 -1 | 1| in
0000 1 |3
Treppennormalform. Dazu subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten und
0120 1 |1
erhalten [0 0 0 1 —1 | 1]. Jetzt subtrahieren wir die dritte Zeile von der
0000 1 | 3

ersten und addieren sie zur zweiten. Wir erhalten

1
1

01200 ] -2
00010/ 4
0000T1] 3

Diese Matrix ist in Treppennormalform. Wir fiigen Nullzeilen so ein, dass die Ma-

trix links des Strichs quadratisch wird und die Pivot-Positionen auf der Diagonalen

stehen.
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Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung A\g = | 0
4
3
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Wir fiigen —1 dort auf der Diagonalen ein, wo 0 steht und erhalten

-1 0 0
0 1 2
0 0 -1
0 0 O
0 0 O
Jetzt konnen wir £ ablesen. Es ist
0 (-1
-2 0
L=]10]+<al| 0
4 0
3 0
\
zu Aufgabe 2
Es sind
f(v1) = 0-vy
f(v) = 0-vy
f(Ug) = 1 U1
Es folgt

sM5(f)
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|a,b e R

1'U3
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0'7)3.

Esist dim(Bild(f)) = Rg(sMg(f)). Zur Rang-Bestimmung beginnen wir, die Matrix

0 0 1

1 0 -1

0
11
die dritte Zeile und erhalten | 1 0
1 1
der zweiten und erhalten | 0 -1
0 O

0
-1
1
0
-1
1

in Treppennormalform zu iiberfithren. Wir vertauschen die erste und

. Jetzt subtrahieren wir die erste Zeile von

. Jetzt konnen wir aber schon aufhoren,

denn es ist klar, dass diese Matrix den Rang 3 hat. Somit folgt dim(Bild(f)) = 3.
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zu Aufgabe 3

1. Wir benutzen zum Beweis das Unterraumkriterium. Mit a = b = 0 liegt das
Nullpolynom in U. Seien a,d’,b,b’, s € R. Dann gilt

(a+ 0T +aT?+ (a+0)T?) + (a + VT + d'T? + (a/ +V)T?)
= (a+d)+ O+ T+ (a+d)T*+ (a+d +b+ )3 €U

und
s(a+bT + aT? + (a + b)T?) = sa + sbT + saT? + (sa + sb)T° € U.

Mit dem Unterraumkriterium folgt, dass U ein Unterraum von V ist.

2.Mita =1und b =0gilt 1 +7?+7% € U, und mit @ = 0 und b = 1
gilt T+ T3 € U. Diese Polynome sind linear unabhiingig, denn sie sind keine
Vielfachen voneinander. Wir zeigen nun, dass sie auch ein Erzeugendensystem
von U bilden. Dazu sei a + bT + aT? + (a + b)T? € U. Dann gilt a + bT +
aT?+ (a+b)T? = a(1+T*+ T3) + b(T + T?), somit ist jedes Polynom in U
eine Linearkombination der Polynome 1 + T2 + T3 und T + T3. Es folgt, dass
14+ T2%+ T3 T + T3 eine Basis von U ist.

zu Aufgabe 4

1. Sei m = dim(Bild(f)) = dim(Kern(f)). Mit dem Rangsatz gilt
dim(V) = dim(Bild(f)) + dim(Kern(f)) = 2m,
somit ist dim(V") gerade.

2. Sei V = R2 und sei e;, ey die Standardbasis von R2. Sei f : R? — R? die
lineare Abbildung, die durch f(e;) = e und f(ez2) = 0 definiert wird. Dann
ist ey, 0 ein Erzeugendensystem von Bild(f), das heifit, e; ist eine Basis von
Bild(f). Mit dem Rangsatz ist dim(Kern(f)) = 1, und es € Kern(f). Es folgt
Kern(f) = {aes | a € R} = Bild(f).
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zu Aufgabe 5

1
Fiirn =1gilt > 2-3*1=2.3°=2und 3! — 1 = 2. Es gilt somit der Induktions-
k=1

anfang.

Im Induktionsschritt nehmen wir an, dass > 2381 = 3" — 1 fiir ein n > 1 gilt.

k=1
Dann folgt

n+1 n
Sr2.3t = 2.3l 4 2. 3m
k=1 k=1

= 3"—-1+2-3"

= 3"(1+2)—1

— 3n+1 —1.

Mit dem Prinzip der vollstéindigen Induktion folgt die Behauptung.

zu Aufgabe 6

1. Behauptung: Die Potenzreihe ) 572" ist fiir alle x mit |=| < 10 konvergent.

n=0

Beweis: Es gilt

n n 1
il = i =
Esist lim /n =1, und es folgt
1 1
71113010” % :EJLIQOC/E:E:hmsup" %

Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard folgt, dass der Konvergenzradius der

Potenzreihe 10 ist. Somit konvergiert die Reihe fiir alle € R mit |z| < 10.

2. Behauptung: Die Reihe > = ist konvergent.
n=1

_n3"
(n+1)!

Beweis: Wir verwenden zum Beweis das Quotientenkriterium. Es gilt

1| (n+1)3" (n+1)!  n41
an | (n+2) n3»  n(n+2)
Es ist lim il | 7115({.102_1;111220% = 0. Somit gibt es ein ¢ < 1 mit |*| < g

fiir fast alle n, und mit dem Quotientenkriterium folgt, dass die Reihe konver-

gent ist.
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zu Aufgabe 7

Sei f: R — R definiert durch z — z — exp(—=z).

1. Als Differenz differenzierbarer Funktionen ist f differenzierbar, und es gilt
f'(x) =14 exp(—=x) fiir alle x € R. Da exp(y) > 0 fiir alle y € R, folgt, dass
f'(x) > 0 fur alle z € R ist. Somit ist f streng monoton wachsend, und somit
injektiv.

2. Es gilt + = e genau dann, wenn f(z) = z — exp(—z) = 0 ist. Es sind
f(0) = =1 und f(1) =1 -1 > 0. Da f als differenzierbare Funktion stetig
ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass es ein zq € [0, 1] mit f(xg) = 0 gibt.
Fiir dieses x( gilt o = e™™°. Da f injektiv ist, gibt es genau ein zy € R mit

f(zo) = 0, also genau ein zy € R, das die Gleichung x = e~ erfiillt.

zu Aufgabe 8

Mogliche Extremwerte liegen vor, sofern f'(z) = 0 ist. Es ist

f'(x) = —sin(z) — (—sin(x)2cos(z)) = —sin(x) + sin(z)2 cos(x)
= sin(z)(2cos(x) — 1).

Genau dann ist f'(z) = 0, wenn sin(z) = 0 oder 2cos(xz) — 1 = 0. Die einzigen
Nullstellen von sin in [0, 7] sind 0 und .

Uy

3
[0, 7] streng monoton fallend ist, folgt, dass  die einzige Nullstelle von 2 cos(z) — 1

Genau dann ist 2 cos(z) — 1 = 0, wenn cos(z) = 3. Es ist cos(%) = 1, und da cos auf

in [0, 7] ist. Somit gilt
flx) =0z € {0, g,ﬁ}.

Es ist
f"(x) = —2sin*(x) + 2cos?(z) — cos(z)

= 2(cos®(z) — sin*(x)) — cos(x).

Einsetzen der Nullstellen von f’ liefert

f70) = 2(1-0)—1=1>0 = 0 ist lokales Minimum

f'(3) = 2(3-3)—3=-3<0 = £ ist lokales Maximum
f'(r) = 2(1-0)+1=3>0 = ist lokales Minimum.
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zu Aufgabe 9
Es gilt

-((AVB)A(=CV D)) =~ =(AVB)V~(=-CVD) De Morgan
(mAAN=B)V~=(=CV D) DeMorgan
(mAA=B)V (==CA-D) De Morgan
(mAAN-B)V (CA-D) Negationsregel.

QN

Q

Dann ist (wAA—-B)V (C A—=D) eine Negationsnormalform der Formel =((AV B) A
(-C' Vv D)).





