Mathematische Grundlagen (01141) SoSe 2012

Klausur am 22.09.2012:
Aufgabenstellungen

Die Losungen aller Aufgaben miissen Sie begriinden.

Aufgabe 1

2n—1
Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt: 3 (=1)*"1k% = n(2n — 1).
k=1

[10 Punkte]
Aufgabe 2

Berechnen Sie die Losungsmenge iiber R des linearen Gleichungssystems
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(8 Punkte]
Aufgabe 3

Sei Cla, b] der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b] (Sie miis-
sen nicht zeigen, dass dies ein Vektorraum ist). Zeigen Sie, dass

U=1{feClod]] [ fr)r=0)
ein Unterraum von C/a, b] ist.
(6 Punkte]
Aufgabe 4

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien vy, v, € V' linear unabhéngig.
Sei v3 € V' so, dass vy, v9, v3 linear abhangig sind. Zeigen Sie, dass es a,b € K mit

vs3 = avy + by
gibt.
[6 Punkte]
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Aufgabe 5

Essei V = {p € R[T] | Grad(p) < 2}.Sei f : V — M14(R) mit f(ap+a;T+asT?) =
(ap, —ai, as,ag + ai + az). Die Abbildung f ist linear, was Sie aber nicht beweisen
muissen.

1. Berechnen Sie eine Basis von Kern(f) und eine Basis von Bild(f).

2. Berechnen Sie ¢ Mp(f) mit B = (1,T,7?) und
C = ((1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

[6 + 4 = 10 Punkte]

Aufgabe 6

Sei a; € R mit a; > 0. Fir alle n > 1 sei a,,1 = 11271 > 0.
Beweisen Sie, dass die Folge (a,,) konvergent ist.
[6 Punkte]

Aufgabe 7

1. Begriinden Sie, warum Sie beim Beweis, dass die Reihe § (—1)”"+(n7_21)n kon-
n=1

vergent ist, das Leibnizkriterium NICHT anwenden konnen.

2. Beweisen Sie, dass die Reihe % (—1)”%7;1)71 konvergent ist (z.B indem Sie sie
n=1
als Summe konvergenter Reihen schreiben).

[4 + 4 = 8 Punkte|

Aufgabe 8

Seien x,y € R mit x < y.

Beweisen Sie, dass exp(z)(y — x) < exp(y) — exp(z) < exp(y)(y — z) gilt.
[8 Punkte]
Aufgabe 9

Untersuchen Sie, fiir welche k£ € N die Funktion f : R — R, definiert durch

_J aFsin(d) firaz #0
f(x)_{o firz =0
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an der Stelle x = 0 stetig beziehungsweise differenzierbar ist.

(8 Punkte]
Aufgabe 10

Zeigen Sie, dass die Formeln (AV B) — A und B — (A A B) dquivalent sind, indem

Sie

1. eine Wahrheitstafel fur beide Formeln aufstellen.

2. durch Aquivalenzumformungen zeigen, dass die Formeln dquivalent sind. Ge-

ben Sie dabei die vorgenommenen Aquivalenzumformungen mit an.

[4 + 6 = 10 Punkte]

sin®(x)

Funktion Definitionsbereich Stammfunktion
x— 2" neN R xHﬁHx”“
r—=az " neNn>2 | R\ {0} x = g
Tzt (0, 00) x — In(x)

e (—0,0) r — In(—x)
r—x*a€Ra#—1|(0,00) xH%HmO‘“
T ﬁ R x +— arctan(z)
T (—1,1) x +— arcsin(z)
x +— exp(x) R x +— exp(x)
r—a®,a>0,a#1 R xr—>lnza)ax

x +— cos(x) R x > sin(x)

x +— sin(x) R x +— — cos(x)

T Wl(x) (k= Y, (k+ 3)7),k € Z | v — tan(z)

T = (km,(k+ 1)),k € Z x +— — cot(x)
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