Mathematische Grundlagen (01141) WS 2010/11

Klausur am 26.03.2011:

Musterlosungen

Aufgabe 1

Sei ng = 2. Dann gilt 22 =4 und 2 + 1 = 3, also 22 > 2 + 1, der Induktionsanfang.
Induktionsannahme: Fiir ein n > 2 gilt n? > n + 1.
Induktionsschritt: Zu zeigen ist
n?>n+l=m+12>n+2.
Es gilt

(n+1)? n?+2n+1> (n+ 1)+ 2n + 1 (Induktionsannahme)

(n+1)+5, dan>2
n+ 2.

VIVl

Mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt, dass n? > n + 1 fiir alle n € N, n > 2,
gilt.

Aufgabe 2

Wir schreiben A und die 3 x 3-Einheitsmatrix in eine Matrix und erhalten

1 a b | 100
01 ¢ | 010
00 11001

Jetzt iiberfithren wir diese Matrix in Treppennormalform. Dazu subtrahieren wir das a-
Fache der zweiten Zeile von der ersten und addieren das c-Fache der dritten Zeile zur
zweiten. Wir erhalten

1 0 b—ac | 1 —a O
01 0 |0 1 ¢
00 -1 |0 0 1

Jetzt addieren wir das (b — ac)-Fache der dritten Zeile zur ersten und multiplizieren dass
die dritte Zeile mit —1. Das ergibt

1 00| 1 —a b—ac
01 0] 0 1 c
001 1] 0 O -1
1 —a b—ac
Rechts des Striches steht die zu A inverse Matrix A=1 = |0 1 c

Aufgabe 3

1. Wir verwenden zum Beweis das Unterraumkriterium. Die n x n-Nullmatrix liegt in
Vi, denn die Summe der Diagonaleintrige ist 0. Seien A = (a;5) und B = (b;;) in
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n

V,. Dann gilt Spur(A + B) = Z (@ii + bi;) = Z ai; + Z bi; = Spur(A) + Spur(B) =
=1 =1
0+0 =0, also gilt A+B € Vp. Sei a € K und A = (aij) € V. Dann gilt

Spur(aA) = Z aa; = a E a;; = aSpur(A) = a-0 = 0. Es folgt aA € V,,. Mit dem

Unterraumkrlterlum ist V ein Unterraum von M, (K).

. 01 00 1 0 . .
2. Seien A = <O 0), B = <1 0) und C = (0 _1>. Die Matrizen A, B und C

liegen in V5. Wir zeigen, dass (A, B, C) eine Basis von V5 ist. Dazu seien a,b,c € K

mit
0 a 0 O c 0 c a 0 0
mmw3+w:<oo>+Q J+(O_J=<b_J=<oo)

Dann folgt a = b = ¢ = 0, und somit sind A, B und C' linear unabhéngig.

Sei A = ZH 212> € Va. Dann gilt Spur(A4) = a11 + age = 0, also age = —ay;. Es
21 @22

A= (o) = (o ) — o o b

az1 a2 a1 —aii

Somit ist (A, B, C) auch ein Erzeugendensystem von V5, und es folgt, dass (A, B, C)
eine Basis von V5 ist.

Aufgabe 4

1. Seien v,w € V. Dann gilt fo, (v + w) = ag(v + w) = agv + apw = fa,(v) + fa, ().
Sei v € V und a € K. Dann gilt f,,(av) = apav = aagv = afq,(v). Es folgt, dass fg,
linear ist.

2. Ist ag # 0, so ist ap invertierbar, und es ist auch f,, invertierbar, denn fao—l ist die
zu fg, inverse Abbildung. Damit ist f,, ein Isomorphismus. Da ein Isomorphismus
Basen auf Basen abbildet, gilt dim(Bild(fs,)) = dim(V). Es folgt dim(Kern(f,,)) =
0. Ist ap = 0, so ist fq,, die Nullabbildung, also V' = Kern(f,,)-

Dann ist dim(Kern(fqs,)) = dim(V') und dim(Bild(f,,)) = 0.

Aufgabe 5

Es sind lir%(xS —27) = 0 und liI%(x —3) = 0, denn die Funktionen f,g : R — R mit

f(x) = 22 — 27 und g(r) = = — 3 sind auf ganz R stetig und als Polynomfunktionen
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Es sind lir% fl(x) = lirré 32?2 = 27 und lin}g g (z) =
xr— Tr— xr—

lim 1 = 1. Somit existiert hm ch E g

z—3

de I’Hospital.

?))7 = 27 mit der Regel von
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Aufgabe 6

Fir alle z € (0,1) ist (1 —x) > 0, also /(1 —x) > 0. Ferner sind f(0) = 0 = f(1).
Somit liegen fiir x = 0 und = 1 Minima vor. Wir untersuchen die Funktion jetzt auf
dem offenen Intervall (0, 1) auf Extrema. Die Funktion f ist differenzierbar und wir bilden
mit der Kettenregel die erste Ableitung von f. Es ist

Pl = (=) =

Ein Extremum kann nur dann in x¢ € (0, 1) vorliegen, wenn f’(z¢) = 0 ist. Wir untersu-
chen also die Funktion auf Nullstellen in (0,1). Es ist

1—21‘0
2\/3&0—37%

Im Prinzip sind wir jetzt schon fertig. Die Funktion f ist auf [0, 1] stetig, es gilt f(z) =0
fir x = 0 beziehungsweise x = 1, und es ist f(z) > 0 fir alle z € (0,1). Dann kann f
nicht monoton wachsend sein, muss also ein Maximum auf (0, 1) besitzen. Dies kann nur
fir x = % vorliegen, denn z = % ist die einzige Nullstelle von f.

f/(ﬂfo) =0

1
:O<:>1—21‘0:O<:)>CCQZ§.

Wir konnen aber auch die zweite Ableitung betrachten. Wir stellen fest, dass f’ differen-
zierbar ist und berechnen f” mit der Quotientenregel:

() = 1 -2V —x?—(1— 2$)2\1/% 1 —2vx — x?

2 r —x2 2 x—xQ

2

xa:Q

In die zweite Ableitung setzen wir jetzt xg = % ein und erhalten

—9./1
ey =1 /; <0
2 g

2

Es folgt, dass in xg = % ein Maximum von f vorliegt.

Aufgabe 7

o0
Wir betrachten zunéchst die Reihen ﬁ und E . Die Reihe Z 5 ist im We-
n=1

sentlichen eine geometrlsche Reihe; nur, dass hier dle Summatlon bei 1 “und nicht bei 0

o0
beginnt. Es ist 5 = =7 1l = 5, also
n=0 -3
e.9] o0
Zi_ Zi)—(l)():%—l:l
3n 3n 3 2 2
n=1 =0

Jetzt untersuchen wir Z Fir n € N ist

1
= lnn—i-)

111

n(n+1) n n+1
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und mit dieser Gleichung lasst sich die n-te Partialsumme s,, dieser Reihe leicht berechnen.

Es gilt namlich
(1 1)+(1 1>+<1 1)+ +<1 1 ) ] 1
s — o — - = P —_ = —
"\l 2 2 3 3 4 n n+l n+1’
denn der negative Term in der Klammer hebt sich durch den positiven Term in der fol-

genden Klammer weg, und es iiberleben nur der erste und der letzte Term. Die Folge
(sn) = (1— %H) ist konvergent, und es folgt

Sl (s = lm (- ) —1-0=1
D) et T ) = 0=t
n=1
Somit gilt
3 1 > 1 <1 <1 1
— = 1 —- = -_— = .
2 *3 Zn(n+1)+z3” 2(3” n(n—i—l))
n=1 n=1 n=1
Aufgabe 8
[ee)
Wir zeigen, dass die Reihe > 75 konvergiert und verwenden zum Beweis das Quotien-
n=1

tenkriterium. Dazu miissen wir den (n+ 1)-ten Summanden a, 11 = 1”7%11 durch den n-ten

Summanden a,, = 17% teilen. Wir erhalten

1

ny1| _ |fhr| _m41 17" n+1d
an e | 1Tt o 1Tn
Die Folge (|“2L]) = (%£) ist konvergent mit Grenzwert
.on+l 1+ 1
A () = im () = 7 < L

Da der Grenzwert kleiner als 1 ist, folgt, dass die Reihe konvergiert.

Aufgabe 9

Die gegebene Formel wird mittels Aquivalenzumformungen in eine Negations- und diese
dann in eine disjunktive Normalform mit méglichst wenig Konjunktionen iiberfiihrt; hierzu
werden auch die vereinbarten Aquivalenzen aV—«a ~ 1 (V1) und SA1 =~ 3 (V2) fiir Formeln
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a und  verwendet (siehe Vereinbarung 20.1.29 in der Kurseinheit 7):

-(Av-C —-B)V(CANB— D) Implikationen ersetzen

~ —(-(Av-C)V-B)V(~(CAB)VD) De Morgan

~ (-=(AVv-C)AN-=B)V (=~(CAB)VD,) Doppelte Negationen

~ ((Av-C)AB)V (=(CAB)VD) De Morgan

~ ((Av-C)AB)V((-CV-B)VD) Negationsnormalform,
Distributivgesetz

~ (ANB)V(-CAB)V((-CV-B)VD) Klammern

~ (ANB)V(-CAB)vV-CV-BVD Disjunktive Normalform,
Kommutativgesetz

~ (ANB)V(-CAB)V-BvV-CVD Distributivgesetz

~ (AANB)V[(-CV-B)AN(BV-B)]vV-CVvD (V1)

~ (ANB)V[(-CV-B)A1]V-CV D (V2)

~ (AANB)V (=-CV-B)VvV-CVD Kommutativgesetz

~ (ANB)V(-BVvV-C)Vv-CVD Assoziativgesetz

~ (ANB)V-BV(-CV-C)VD Idempotenzregel

~ (ANB)V-BV-CVD Distributivgesetz

~ [(AV-B)A(BV-B)|]v-CVD (V1)

~ [(AV-B)A1]V-CVD (V2)

~ (Av-B)v-CVD Klammern

~ AV-Bv-CVD Disjunktive Normalform

ohne Konjunktion
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