Mathematische Grundlagen (01141) WS 2010

Klausur am 13.02.2010:

Musterlosungen
Aufgabe 1
Sei ng = 1. Dann gilt (1+1) 1 = 1+1’ der Induktionsanfang.
Induktionsannahme: Fiir ein n > 1 gilt Z A0 +1) =T
Induktionsschritt: Zu zeigen ist
G | no & n+1
D
S k(k+1) n+l S k(k+1) n+2
Es gilt
n+1 n 1 1
Zl E(R+1) k+1 = (kz_:l k(k—i—l)) R CES)(CES)ESY

1
T T e

n(n+2) 1
S =) RGeS )

n(n+2)+1 _  pn242n+1
(n+1)(n+2) — (n+1)(n+2)

(n+1)?  _ ntl
(n+1)(n+2) — n+2°

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt, dass die Formel fiir alle n € N gilt.
Aufgabe 2

Wir schreiben A und die Einheitsmatrix I3 durch einen Strich getrennt in eine Matrix und
erhalten
|

1] 1
1] 0
0] 0

Nun iiberfithren wir diese Matrix in Treppennormalform. Dazu addieren wir die erste Zeile
zur zweiten:

1
-1
0

_ = O
[ e}
—_ o O

101 | 100
012 1] 110
01 0] 001
Jetzt tauschen wir die zweite und die dritte Zeile:
101 | 100
01 0] 001
012 1] 110
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Jetzt subtrahieren wir die zweite von der dritten Zeile:

101 ] 10 0
010100 1
002 |11 -1

Wir teilen die dritte Zeile durch 2:

10110 0
0101] 00 1
001 | 5 5 —3

Zum Schluss subtrahieren wir die dritte Zeile von der ersten:

100 [ 3 —5 3
0101 0 0 1
001|535 3 —3
1 _1 1
2 2 2
Rechts des Striches steht die zu A inverse Matrix, also A~' = [0 0 1
11 1
2 2 T2

Aufgabe 3

, a b a v . ,
1. Seien . o P € Mg (R), und sei A € R. Dann gilt:

(e b n a v _ 7 a+ad b+V\ [(fa+d b+V4c+d d+d
c d d d - c+c d+d)] \b+lV a+d+d+d a+d
~ [a b+c d n a bV+d d
—\b a+d a v od+d o
a b a b
_ f(c d>+f<c/ d,)
und
7 a b _ Aa AbY  [Ada Ab+Ac A
c d o e M) A\ da+ )M da

a b+c d) a b
A(b a+d a>_)\f<c d)'

Es folgt, dass f linear ist.
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2. Wir setzen die Standardbasisvektoren von Mys(R) in f ein und erhalten

G-y -
)=o) - e
)=o) - a
-y -

Diese Matrizen bilden ein Erzeugendensystem von Bild(f). Wir zeigen, dass sie linear
unabhéngig sind. Dazu seien a, b, c,d € R mit

a100+6010+0010+d001_ab+cd
01 1 1 00 0 0 0 01 0)  \b a+d a
{000
o 00 0/
Es folgt a = d = b = 0, also ¢ = 0. Die Matrizen sind also linear unabhéngig und
bilden ein Erzeugendensystem von Bild(f). Somit sind sie eine Basis von Bild(f).

3. Es ist dim(Ma2(R)) = 4 = dim(Bild(f)). Mit dem Rangsatz gilt
dim(Kern(f)) = dim(Mg22(R)) — dim(Bild(f)) = 0,

also Kern(f) = {0}. Da f linear ist, folgt, dass f injektiv ist.

Natiirlich kann man die Injektivitat von f auch direkt nachrechnen.

Aufgabe 4

Esgilt f(0)=|—1]>0und f(4)=3+12—16=—1<0.

Als Summe und Verkniipfung stetiger Funktionen ist f stetig. Mit dem Nullstellensatz von
Bolzano folgt, dass f in [0,4] eine Nullstelle besitzt.

Aufgabe 5

Seien f(r) = exp(z) — 1 — 2 und g(x) = sin?(z) fir + € R. Die Funktionen f und
g sind auf einer Umgebung U von 0 definiert und stetig; somit gilt hH{l] f(z) = 0 und
xTr—>

hH[l) sin?(x) = 0. Die Funktionen f und g sind differenzierbar mit f'(z) = exp(z) — 1
€Tr—

und ¢'(z) = 2sin(z) cos(x). Weiter sind f/ und ¢’ auf U definiert und stetig, und es gilt
hH[l) f(x) =0 und lin% ¢'(z) = 0. Ferner sind f" und ¢’ differenzierbar mit f”(x) = exp(x)

und ¢ (z) = 2 cos?(x) — 2sin?(x). Es ist lin% exp(xz) = 1 und 1111%2(:082(37) —2sin?(z) = 2
r— r—

(aufgrund der Stetigkeit von f” und ¢”). Damit existiert lir% £ :,/Ei; Mit der Regel von de
Tr—
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I’Hospital folgt

exp(z) ) exp(z) — 1 . exp(z)—1—=x
— . =lim ———— = lim ——————.
2 1-02cos?(z) — 2sin?(z)  «—02sin(x)cos(z) =—0  sin?(x)

Aufgabe 6

1. Wir verwenden zur Berechnung den Satz von Cauchy-Hadamard. Dazu zeigen wir
zuniichst, dass lim 7/ existiert. Esist /- = —A—. Die Folge ({/n) konvergiert

n—oo V vn ' vno /[ n
laut Studienbrief gegen 1, und da die Wurzelfunktion stetig ist, konvergiert (y/ /n)

gegen /1 = 1. Es folgt, dass lim ¢ 1n = 1 ist. Mit dem Satz von Cauchy-Hadamard
n—oo

folgt, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe 1, also das Konvergenzintervall
(—1,1) ist.

o0

o0
Z%.FﬁrallenZlist\/ﬁgn,aISOLZ%.Da 2_:

o0
2.Fiirleist2”” NG

f:

3\’—‘

divergent ist, folgt, dass Z \lf divergent ist, denn die Folgen beider Partialsummen
=1

sind unbeschrénkt. Somlt folgt dass die Potenzreihe fiir x = 1 divergent ist.

Fiir z = (v/n) monoton wachsend und unbeschrankt
ist, ist ( 1n) eine monoton fallende Nullfolge. Es folgt mit dem Leibniz-Kriterium,
[&.°]
dass > (= 1 konvergent ist. Somit ist die Potenzreihe fiir x = —1 konvergent.
n=1
Aufgabe 7

Gegeben sind Atome A, B, C, D. Als Préamissen sind
1. A-CV~-D
2. BvC—D
3. ANB

gegeben, aus denen mittels eines formalen Beweises nachgewiesen wird, dass dann C' gilt:

1. A—-Cv-D Pramisse
2. BvC—D Pramisse
3. AANB Pramisse
4. B 3., Vereinfachung
5 BvC(C 4., Ausdehnung
6. D 5., 2., Modus ponens
7. A 3., Vereinfachung
8. CvV-D 7., 1., Modus ponens
9. -Dv(C 8., Kommutativgesetz
10. D-—-C 9., Implikation
1. C 6., 10., Modus ponens

Damit ist gezeigt, dass unter den genannten Pramissen die Aussage C' gilt.

(© FernUniversitéit in Hagen, 2010



Klausuraufgaben - Musterlosungen MG KL

Aufgabe 8

1. Da a, > /z¢ fir alle n € N ist, ist a,, > 0 fiir alle n € N, also ist die Folge (ay)
nach unten beschrankt. Es gilt 1 + a,, > 0 sowie a% > xg, also —ai < —uxp. Fiir jedes
n € N ist damit

_ _  zotan _ _ zotan _ (I+anan
an+1 an - 14+an an = (1+an) (1+an)
2 2
_ xotan—an—a; __ Xo—a, < To=o _ )
1+an - l14an 14+a, ~— -

Es folgt an11 < a,. Damit ist die Folge streng monoton fallend, also auch nach oben
beschrénkt. Mit dem Monotonieprinzip ist die Folge konvergent.

2. Sei a = lim a,. Da a, > \/x¢ > 0 ist, folgt a > /zg > 0. Mit der unter 1. gezeigten

n—oo
Konvergenz folgt

ol e — T a0t G 2 ta
= = 1= - =
n—oco ' nooo T lim 1+ lim a, 14+a’
n—oo n—oo
also a = a:lo_‘—_i—aa, somit @ + a®> = zg + a, und damit a® = x¢. Es folgt a = \/Tg, denn
a > 0.
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