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Klausur am 13.02.2010:
Aufgabenstellungen

Die Lösungen aller Aufgaben müssen Sie begründen.

Aufgabe 1

Beweisen Sie mit vollständiger Induktion, dass
n∑
k=1

1
k(k+1) = n

n+1 für alle n ∈ N gilt.

[10 Punkte]

Aufgabe 2

Sei A =

 1 0 1
−1 1 1
0 1 0

 ∈ M33(R). Bestimmen Sie die zu A inverse Matrix.

[8 Punkte]

Aufgabe 3

Sei f : M22(R) → M23(R) definiert durch f

(
a b
c d

)
=

(
a b+ c d
b a+ d a

)
für alle(

a b
c d

)
∈ M22(R).

1. Beweisen Sie, dass f linear ist.
2. Bestimmen Sie eine Basis von Bild(f).
3. Beweisen Sie, dass f injektiv ist.

[4 + 8 + 4 = 16 Punkte]

Aufgabe 4

Sei f : [0, 4]→ R definiert durch x 7→ |x− 1|+ 3x− x2.
Beweisen Sie, dass f in [0, 4] eine Nullstelle besitzt.

[4 Punkte]
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Aufgabe 5

Begründen Sie, warum Sie bei der Berechnung des Grenzwertes

lim
x→0

exp(x)− 1− x
sin2(x)

die Regel von de l’Hospital verwenden dürfen, und berechnen Sie diesen Grenzwert.

[8 Punkte]

Aufgabe 6

1. Beweisen Sie, dass (−1, 1) das Konvergenzintervall der Potenzreihe
∞∑
n=1

xn√
n
ist.

2. Untersuchen Sie, ob diese Potenzreihe in den Punkten x = 1 beziehungsweise
x = −1 konvergent ist.

[6 + 8 = 14 Punkte]

Aufgabe 7

Seien A, B, C, D Atome für die folgende Aussagen gelten:
1. A→ C ∨ ¬D

2. B ∨ C → D

3. A ∧B
Weisen Sie mit einem formalen Beweises nach, dass dann auch C gilt. Erläutern Sie
stichwortartig die einzelnen Beweisschritte.

[10 Punkte]

Aufgabe 8

Sei x0 ∈ (0, 1) fest gewählt. Die Folge (an) sei definiert durch a1 = 1 und an+1 =
x0+an
1+an .
Sie dürfen im Folgenden ohne Beweis verwenden, dass an >

√
x0 für alle n ∈ N ist.

1. Beweisen Sie mit Hilfe des Monotonieprinzips, dass (an) konvergent ist.
2. Bestimmen Sie den Grenzwert von (an).

[4 + 6 = 10 Punkte]
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Funktion Definitionsbereich Stammfunktion

x 7→ xn, n ∈ N0 R x 7→ 1
n+1x

n+1

x 7→ x−n, n ∈ N, n ≥ 2 R \ {0} x 7→ 1
−n+1x

−n+1

x 7→ x−1 (0,∞) x 7→ ln(x)

x 7→ x−1 (−∞, 0) x 7→ ln(−x)

x 7→ xα, α ∈ R, α 6= −1 (0,∞) x 7→ 1
α+1x

α+1

x 7→ 1
1+x2 R x 7→ arctan(x)

x 7→ 1√
1−x2 (−1, 1) x 7→ arcsin(x)

x 7→ exp(x) R x 7→ exp(x)

x 7→ ax, a > 0, a 6= 1 R x 7→ 1
ln(a)a

x

x 7→ cos(x) R x 7→ sin(x)

x 7→ sin(x) R x 7→ − cos(x)

x 7→ 1
cos2(x) ((k − 1

2)π, (k + 1
2)π), k ∈ Z x 7→ tan(x)

x 7→ 1
sin2(x) (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z x 7→ − cot(x)
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