Mathematische Grundlagen (01141) WS 2008/09

Klausur am 14.02.2009:

Musterlosungen

Aufgabe 1

Wir tberpriifen den Induktionsanfang fiir ng = 1. Dann gilt 1-1!=1und (1+1)! -1 =
2! — 1 = 1. Somit gilt der Induktionsanfang.

n
In der Induktionsannahme nehmen wir an, dass n > 1 und Y k- k! = (n+ 1)! — 1 ist.
k=1
Dann gilt
n+1 n
kK = Y k-El+(n+1)(n+1)!
=1 k=1

= n+)!=1+Mn+1)(n+1)
= (D1 (1)~ 1
= n+D(n+2)—-1=Mn+2)!-1.

Mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt, dass > k- k! = (n 4+ 1)! — 1 fiir alle
k=1
n € N gilt.

Aufgabe 2

Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist

11 ] 1
2.0 | 2
11 ] 3

Diese Matrix tiberfithren wir in Treppennormalform. Dafiir teilen wir die zweite Zeile durch

o O O

1
0
0

O O Ot
o N O

01 50111
000110 |1
000O0T1T1/] 3
Jetzt subtrahieren wir die dritte Zeile von der ersten:
01 5000 | -2
000110 | 1
000O0OT1T1] 3

Im néachsten Schritt subtrahieren wir die dritte Zeile von der zweiten:

01500 0 | —2
00010 —1 | -2
000071 1 | 3

Die Matrix ist jetzt in Treppennormalform. Da die Rénge der Koeffizientenmatrix und
der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich sind, besitzt das lineare Gleichungssystem eine
Losung.
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Wir fiigen nun Nullzeilen so ein, dass die Matrix links des Strichs quadratisch ist und die
Pivotpositionen auf der Diagonalen stehen.

00000 0 | O
01500 0 | -2
00000 0 | O
00010 —1 | -2
000071 1 | 3
00000 0 | O

Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung Ag des linearen Gleichungssystems. Jetzt
ersetzen wir die Nullen auf der Diagonalen durch —1:

-10 0 00 0 | O
0 1 5 00 0 | -2
0 0 -1 00 0O | O
0O 0 0 10 —1 | =2
0o o 0o o1 1 | 3
0 0 0 00 -1 1] 0
Die Losungsmenge £ ist dann

0 -1 0 0

-2 0 5 0

0 0 -1 0

L= _o| T4@ 0 +b 0 +tel | a,b,c € R
3 0 0 1
0 0 0 -1

Aufgabe 3

1. Seien p = ag + a1T + asT? und q = by + 01T + byT? in V. Dann gilt
flp+q) = flag+arT + axT?+ by + b T + boT?)

= f((ao +bo) + (a1 + b1)T + (ag + by)T?)

—az — by a; + by —ap — by

ag + a1 2a9 bo + b1 2by
= +
—a al — agp —b2 b1 — bo
= flao+arT + aT?) + f(bo + 01T + b2 T?) = f(p) + f(q).
Seien p = ag + a1T + aT? und a € R. Dann gilt

_ (ao + by +a + b1 2(&2 +b2> )

flap) = f(aap+ aamT + aagTQ) = <

_ a(ao—l—al 2as )Z&f(p).

—a a; — ag

aagp + aay 2aa9
—aa aal] — aag
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Es folgt, dass f linear ist.

2. Es ist (1,7T,7T?) eine Basis von V. Es gilt f(1) = <0 _1>, f(T) = <(1) (1)> und

f(T?) = < 0 2). Damit ist

G060

ein Erzeugendensystem von Bild(f). Wir iiberpriifen, ob die Matrizen linear unab-
héngig sind. Dafiir seien a, b, c € R, sodass gilt:

o6 %)=o(b )% 2= ()= (6 )

Es folgt c=0und b —a =0, also b = a. Aus a + b = 2a = 0 folgt a = 0, und damit
b = 0. Somit sind die Matrizen linear unabhingig und bilden daher eine Basis von

Bild(f).
3. Wir wahlen B = (1,T, TQ) und C = (Ell,Elg,Egl,EQQ). Dann gﬂt
f(l) = 1'E11+0'E12+0‘E21*1'E22
f(T) = 1-E;1+0-Eip+0-Ey +1-Eo
f(T?) = 0-Ey1+2-Eip—1-FEy+0-Ey
1 1 0
0 0 2
Es folgt CMB(f) =lo o _1
-1 1 0

Aufgabe 4

Fiir alle x € R gilt —1 <sin(x) < 1, also gilt insbesondere —1 < sin(n) < 1 fiir alle n € N.

Es folgt —% < sin(n) o % fiir alle n € N. Da (—%) und (%) gegen 0 konvergieren, konvergiert

n

(M), und lim 20 —
Aufgabe 5
Es gilt
f'(x) = —sin(x) — 2 cos(z)(—sin(z)) = sin(x)(2 cos(z) — 1)
und
f"(z) = sin(x)(=2sin(z)) + (2cos(x) — 1) cos(z) = 2(cos?(x) — sin?(x)) — cos(x)

= 2(cos?(z) — (1 — cos?(x))) — cos(x) = 4 cos?(z) — cos(x) — 2.

Notwendig fiir Nullstellen im Inneren ist f’(z) = 0. Genau dann ist f'(z) = 0, wenn
sin(z) = 0 oder 2cos(z) — 1 = 0. Im Intervall [—m, 7] ist dies genau dann der Fall, wenn
z =0,m,—7 ist (dann ist sin(z) = 0), oder wenn z = +Z ist (dann ist cos(z) = 1). Es gilt

"0)=4—-1-2=1>0und f'(7) = f'(-7)=4+1-2=3>0.
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Somit hat f bei x = 0,7, —7 ein lokales Minimum. Damit sind auch die Stellen am Rand
des Definitionsbereichs untersucht. Ferner gilt

™ T 1 1

1" ey TN 2 __§

Somit liegt bei x = £% ein lokales Maximum vor.

Aufgabe 6

Sei f : [0, 3] — R definiert durch f(z) = 2* —x —3 fir alle z € [0, 3]. Es gilt f(0) = -2<0
und f(3) =23—3—-3 =2 > 0. Da f stetig ist, gibt es mit dem Nullstellensatz von Bolzano
ein xg € [0, 3] mit f(xo) = 0.

Aufgabe 7

Sei nlirrgo (‘g—:) = a. Da alle Folgenglieder positiv sind, ist ¢ > 0. Wahle ¢ € R mit a < c.
Dann gibt es ein ng € N mit Z—: < c fir alle n > ng. Es folgt a,, < cb, fiir alle n > ng. Da

o0 o0 (oo}
> b, konvergent ist, ist auch Y c¢b, konvergent. Damit ist > cb, eine Majorante fiir

n=0 n=0 n=0
o0 [e.e)

> an, und es folgt, dass auch > a, konvergent ist.

n=0 n=0

Aufgabe 8

Wir berechnen das Integral mit partieller Integration. Es gilt

b b b
({ 2’ In(z)dr = 1z°In(z) . —({%%x?’d:ﬂ
=9'(®) f(a)
b 2
= %xg In(x) L [ &dx

= (% In(z) - §2%)

Aufgabe 9

Sei U = Z das Universum bei folgenden Interpretationen.

1. Fur alle 2,y € Z sei P(x,y) die Aussage x = y. Dann ist die Formel VaVy(P(z,y) —
P(y,x) wahr, das heifit, es gibt eine Interpretation, fiir die o wahr ist. Somit ist «
nicht widerspruchsvoll.

2. Fir alle z,y € Z sei P(x,y) die Aussage x < y. Dann ist die Formel VaVy(P(z,y) —
P(y, z) falsch, das heifit, es gibt eine Interpretation, fiir die «v falsch ist. Somit ist «
nicht tautologisch.
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