Loésungen der Klausur Mathematische Grundlagen (1141) WS
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Klausur am 09.02.2008:

Loésungsvorschlédge zu den Aufgaben

zu Aufgabe 1

Die erweiterte Koeflizientenmatrix des linearen Gleichungssystems ist
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01] 3

Diese Matrix iiberfiihren wir in Treppennormalform und erhalten
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Links des Strichs steht die Treppennormalform T der Koeflizientenmatrix A.

Wir fiithren Nullzeilen so ein, dass die Matrix links des Strichs quadratisch ist und die
Pivot-Positionen auf der Diagonalen stehen:
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Rechts des Strichs steht eine spezielle Losung des linearen Gleichungssystems. Wir
fiigen nun —1 {iiberall auf der Diagonalen ein, wo 0 steht.

(10 0 0 0 0| 0)
0 1 01 0| —2
0 0-100 0] 0
00 0 1 1 0] 2
00 00 -101] 0
\0 000 0 1].3
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An dieser Matrix kénnen wir die Lésungsmenge ablesen: Eine spezielle Losung steht
rechts des Strichs, und die Loésungsmenge des homogenen Systems ist die Menge der
Linearkombinationen der Spalten, in denen wir —1 eingefiihrt haben. Es folgt:
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0 0] 0 -1

\s/ L\ Vo) \o )

zu Aufgabe 2

1. Seien A = (a b) und B = (a: y) in V. Es gilt
c d zZu

2a + 2z b+c+y+z>

A+ B) =
f(A+B) (b+c+y+z 2d + 2u

_ <2a b+c>+(2m y+z)=f(A)+f(B).

b+c 2d y+z 2u

b
Seien z € R und A = (a d) € V. Dann gilt
c

Es folgt, dass f linear ist.

2. Es gilt :
Bild(f) = (f(Bu),f(Ei2), f(Ea), f(Ex))

{6 8)-Ga)60)-6)
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(2 0\ [0 1) [0 0 | |
Die Matrizen , , sind linear unabhéngig, bilden also eine
00 10 0 2

Basis von Bild(f).
Mit dem Rangsatz gilt

dim(V) - dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)),

also dim(Kern(f)) = 4 — 3 = 1. Es reicht also, eine linear unabhéingige Matrix in
Kern(f) zu finden.

1 ' '
Sei A = ( 01 0). Dann gilt f(A) = (8 8), also A € Kern(f). Somit ist A

eine Basis von Kern(f).

zu Aufgabe 3

Zum Beweis benutzen wir das Unterraumkriterium. Die Nullmatrix liegt in V. Seien
a b a v ' a+ad b+

A= ,B'= e V.D ilt A+ B = € V. Sei
(b c) (b’ c’) ann g A <b+ g c+c’> °

ra rb

b
), also rA € V. Mit dem
c

re]R,‘und sei A = (a
b ¢

) € V. Dann gilt (r4) = (

Unterraumkriterium folgt, dass V' ein Unterraum von Mg, (R) ist.

rb

zu Aufgabe 4

Fiir den Induktionsanfang sei n = 1. Es sind % = % und =~ = 1. Es gilt somit der
13 3 21+1 3 g

Induktionsanfang.

n
In der Induktionsannahme nehmen wir an, es sei n > 1 und es gelte kz_:l m =
s+ Dann folgt ‘

n+l n .
1 — 1 1
:él D@D k; D@D T B EmIDF)

n_ 4 1 _ n(2n+3)+1
2n+1 (2n+1)(2n+3) ~ (2n+1)(2n+3)

_ 2n2+43n+1  _ (2n+l)(n+1) _  n4l
T (2n+1)(2n+3) T (2n+1)(2n+3) T 2(n+1)+1°

Mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion folgt, dass die Formel fiir alle n € N
richtig ist.
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zu Aufgabe 5

Es gilt (vn? + 7 — n)(\/h2 ¥n+n)=n*+n-n2=n.Es folgf

‘ 1
vVni+n—n= .- = = .
veitntn o 214y 4n 14l

Fiir allen € Ngilt 1 < 4/1 +% <1+ % Da die konstante Folge (1) und die Folge

(1 + 1) konvergent sind und den Grenzwert 1 haben, konvergiert (1/1 + 1) ebenfalls

gegen 1. Somit ist die Folge 1 korivergent,’und es gilt
Vi1+i+1 -

lim (VAZ 7 = n) = lim (—me——) = —— = 1.

zu Aufgabe 6

Wir verwenden zum Beweis das Quotientenkriterium. Es gilt

lant] _  ((ntDH?  (2n) _ _ (n+1)?
lan] T (@n+2)! (a2 T (2n42)(2n+1)

(n+1)2 _ n+l
Nn+1)(@ntl) . dnt2

e

Es ist 1}1_)1{)10 () = nlLrglo ( i+ ) = 1 < 1. Mit dem Quotientenkriterium folgt, dass die

+

3

Reihe konvergent ist.

zu Aufgabe 7

Seiz € I. Ist z € INQ, so gilt nach Annahme f(z) = g(z). Wir kénnen also annehmen,
dass z € R\Q ist. Da Q dicht in R liegt, gibt es eine Folge (z,), deren Glieder alle in Q
liegen, und die den Grenzwert z hat. Es folgt f(z) = nlg{.lo f(zn) = Jlnolo g9(zn) = 9(z),
denn f und g sind stetig.

zu Aufgabe 8

Sei f(z) = sin(%ﬂ), und sei g(z) = sin(%(z)). Mit der Kettenregel gilt

£(@) = 9(@) - 2o(@)F = 29/@)(sin( )4,
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Sei h(z) = %m—) Dann gilt wieder mit der Kettenregel

(2) = K(a) cos(<=2)

Mit der Quotientenregel gilt

z(—sin(z)) — cos(a:).

() = 2290
Es folgt ‘
fz) = _;_x(— sm(:ca);g — cos(z) cos(cos(a:))(Sin(cos(?)))_%.

zu Aufgabe 9

1. (a) Sei U = N das Universum.

(b) Seien J(P) =P ={2n|n € N} und J(Q) = Q = {2n — 1 | n € N}. Dann
ist P die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, und Q ist die Menge der

ungeraden natiirlichen Zahlen. Da jede natiirliche Zahl gerade oder ungerade

ist, ist J(Vz(P(z) V Q(z))) = 1.

2. (a) Sei U = N das Universum.

(b) Seien J(P) =P = {2n|n € N} und 3(Q) = Q = {2n+ 1 | n € N}. Dann
ist P die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, und Q ist die Menge der
ungeraden natiirlichen Zahlen, die > 3 sind. Da 1 weder in P noch in Q

liggt, ist I(Vz(P(z) V Q(z))) = 0.




